
第十一章!立体几何初步

$$#$!空间几何体

$$#$#$!空间几何体与斜二测画法

题型诀

$%$!'!【解析】如图所示为正方形 为#%正

及其直观图为图#图%图正图，显然为正%为#，为图正图，

为图#图，<错误；得正为#%得为#%，得正图为图#图，

得为图#图%图，+错误；正方形是特殊的菱形，

直观图为四边不相等的平行四边形，故

错误；水平放置的三角形的直观图仍是

三角形，;正确!故选 ;!

!

$%所!槡
&
&
!【解析】作

出正方形 #%正*的直

观图#图%图正图*图如图所示!因为为图#图%%图正图%,，

得%图正图+图%所0&，所以顶点%图到+图轴的距离为

,'"#$ 所0&%槡
&
&
!

所%$!【解】（,）画轴：画 +图轴、又图轴、7图轴，

三轴相交于点 为图， 使 得+图为图又图%所0以，

得+图为图7图%@.以，如图】所示!

图】

图B



图对

（&）画底面：在面 +图为图又图内，画出正六边

形的直观图 #%正*，@，如图B所示!!

（(）画侧棱：过 #，%，正，*，，，@各点分别

作 7图轴的平行线，在这些平行线上分别

截取 ##图，%%图，正正图，**图，，，图，@@图都等于

侧棱长（侧棱尺寸自定），如图对所示!

（所）成图：顺次连接 #图，%图，正图，*图，，图，@图，

如图如所示，并加以整理（去掉辅助线，

将被遮挡的线段改为虚线），就得到正六

棱柱的直观图，如图图所示!

图如
!!

图图

所%所!【解】 （ ,）画轴!如图】所示，画 +

轴、7轴，使得+为7%@.以!

（&）画圆柱的两底面!以 为为中点，在 +

轴上取线段 #%%( 由E，则 为#%为%%

(
&

由E!利用椭圆模板画椭圆，使其经过

#，%两点，这个椭圆就是圆柱的下底面!

在 为7上截取点 为图，使 为为图%所 由E，过点

为图作 为+的平行线 为图+图，类似圆柱下底面

的作法作出圆柱的上底面!

（(）画圆锥的顶点!在 为7上截取点 5，使

5为图%( 由E!

（所）成图!连接 #图#，%图%，5#图，5%图，并整

理，得到此几何体的直观图，如图B

所示!



!

*%$!'!【解析】因为!#,%,正, 的面积

为 &槡& ，

所以 &槡& %,
&
#,正,·%,正,·"#$ 所0以%

,
&
'

&·%,正,·
槡&
&
，解得 %,正, %所，所以 %正%

-，#正%&，由题图知 #正,%正，则由勾股定

理 得 #%% #正&3%正槡
& % &&3-槡

& %

槡4- %&槡,定!!

*%所!&!【解析】由题图得 *正%所，故直

观图的面积为
,
&
'（&3所）'&%4，则原图

形的面积 得%4'&槡& %,&槡&!

*%*!【解】如图，根据画直观图的规则，

可知直观图中 #,*, 平行于 又, 轴，#,*, %

,+原图中 #*$又轴，#*,*正，且 #*%

&#,*, %&!

直观图中 #,%,$正,*,，#,%, %
&
(
正,*, %

&+原图中 #%$正*，#%%&
(
正*%&!

则四边形 #%正*是上底和下底边长分别

为 &，(，高为 & 的直角梯形，如图!

故其面积 得%
,
&
'（&3(）'&%0!

巩固练

$!'!【解析】将所给图形还原为正方

体，并将已知面“上” “东”分别指向上

面、东面，则标记 “!” 的面的方位



是北!

所!以!【解析】根据题意，将!#图%图正图还原

成原图，如图!

对于<，!#%正中，有 为正%为#%为%%&，

#正,为%，所以 %正%#%%&槡&，#正%所，故

!#%正是等腰直角三角形，<错误；

对于 ;，!#%正的面积是
,
&
#正·为%%

所，!#图%图正图的高为为图%图'"#$ 所0以%槡
&
&
，

所以!#图%图正图的面积为
,
&
#图正图'槡

&
&

%

槡& ，!#%正的面积是!#图%图正图的面积

的 &槡&倍，;错误；

对于 +，因为 为%%&，所以 %的坐标为

（.，&），+错误；

对于故，!#%正的周长为 %正3#%3#正%

所3所槡& ，故正确!

故选 故!

*!,所!【解析】如图】，在直观图中，设

为图又图与%图正图交于点5图，则正图5图%,，5图%图%

(，为图5图%槡&!

如图B，在原图形中，为#%所，正5%,，

为5%&为图5图%&槡& ，为正% -3槡 , %(，

所以原图形周长是 &'（所3(）%,所!

图】

图B



+!【解】 第一步，如图】，在等腰梯形

#%正*中，设 为为 #%的中点，，为 *正

的中点，以 为为坐标原点，#%所在直

线为+轴，为，所在直线为 又轴，建立平

面直角坐标系 +为又!建立如图B所示的

坐标系+图为图又图，并使得+图为图又图%所0以!

第二步，在坐标系 +图为图又图中，以 为图为

#图%图的中点，在 +图轴上取 #图%图%#%，在

又图轴上取 为图，图%
,
&
为，，过点 ，图作 *图正图

平行于 +图轴，并使 *图正图%*正且 ，图为

*图正图的中点!

第三步，连接 #图*图，%图正图，擦去 +图轴和

又图轴 得 到 梯 形 #图%图正图*图!梯 形

#图%图正图*图就是等腰梯形 #%正*水平放

置的直观图，如图对所示!

!

,!&!【解析】过点正图作又图轴的平行线交+图

轴于点 *图，如图】，为图正图%&，得正图为图*图%

(.以，得正图*图为图%,(0以，得*图正图为图%,0以，由正

弦 定 理 可 得
为图*图
"#$ ,0以

% &
"#$ ,(0以

%

*图正图
"#$ (.以

，可得 为图*图%槡( /,，*图正图%槡& ，

将直观图还原为平面图形，并过点 正

作 为#的垂线，垂足为点 *，如图B，则

为*%为图*图%槡( /,，正*%&*图正图%&槡& ，

为正% （&槡&）
&3（槡(/,）槡

& % ,&/&槡槡 ( ，

为#%为图#图%所，显然 为正，为#，即原图形

既不是正方形又不是菱形，原图形的

面积为所'&槡& %-槡&!故选 +!



为!&!【解析】根据斜二测画法的规则，

<，;，故中等边三角形的底边 #%都没

有改变，且对应边与 +轴的夹角相等，

而三角形的高都平行于 又轴或与 又轴

重合，因此它们的高相等，故 <，;，故

中三组三角形的直观图是全等的!而

对于+，画成直观图之后，第一个三角形

和第二个三角形的对应角不相等，因此

两个三角形的直观图不全等!故选+!

］!【解】（,）画底面!

】在正六边形#%正*，@中，取#*的中

点为 为，，@的中点为 /，%正的中点为

在，以 #*所在直线为 +轴，/在所在直

线为 又轴，两轴相交于点 为（如图】所

示），画相应的 +图轴、又图轴和 7图轴，三轴交

于点为图，使得+图为图又图%所0以，得+图为图7图%@.以（如

图B所示）!

图】

B在图B中，以 为图为中点，在 +图轴上取

#图*图%#*，在又图轴上取/图在图%
,
&
/在，以

在图为中点画 %图正图平行于 +图轴，并且等

于 %正；再以 /图为中点画 ，图@图平行于

+图轴，并且等于 ，@!

图B



对连接#图%图，正图*图，*图，图，@图#图得到底面正

六边形#%正*，@的直观图#图%图正图*图，图@图!

（&）画顶点!在 7图轴的正半轴上任意选

取一点为 5图!

（(）成图!连接 5图#图，5图%图，5图正图，5图*图，

5图，图，5图@图，并擦去 +图轴，又图轴，7图轴，加

以整理（将被遮挡的线改为虚线），便

得到正六棱锥 5/#%正*，@的直观图

5图/#图%图正图*图，图@图（如图对所示）!

图对

故!/&!【解析】根据斜二测画法的直观

图，还原几何图形，如图!首先建立平

面直角坐标系 +为又，%正$+轴，并且

%正%%图正图，*是 %正的中点，并且作

#*$又轴，即 #*,%正，且 #*%&#图*图，

连接 #%，#正，所以!#%正是等腰三角

形，则 #%%#正，#%的长度大于 #*的

长度，由斜二测画法法则可知 %正%

%图正图， #*%&#图*图， 观 察 题 图， #图*图又

,
&
%图正图，所以%图正图)&#图*图，即%正)#*!

$$#$#所!构成空间几何体的基本元素

题型诀

$%$!&!【解析】由图可知，该几何体有

所 个顶点，4 条棱，所 个面!

$%所!【解】题图】所示的几何体由 - 个

顶点，,& 条棱和 4 个面构成!题图B所示

的几何体由 ,& 个顶点，,- 条棱和 - 个面

构成!

所%$!'!【解析】<中，手表分针的转动

说明的是“线动成面”；;中，旋转一扇

门，门的运动说明的是 “面动成体”；



+中，乒乓球在空中的飞行说明的是“点

动成线”；故中，用铅笔在纸上画圆，笔尖

的运动说明的是“点动成线”!故选 ;!

所%所!【解】线的运动可以形成平面或曲

面，观察 #%和 ）的位置关系及旋转的方

式和方向，画出图形如图所示!

!!】!! ! !!B!!! !!对

*%$!/&!【解析】;中，#正与 %正, 既不

平行也不相交；故中，与 #%平行的平面

有两个， 分别为平面 #,%,正,*, 和 平

面 正**,正,!

*%所!（,） (!（&） 所!（(） 0!【解析】如

图，在长方体 #%正*/#图%图正图*图中，#%%

0 由E，%正%所 由E，正正图%( 由E，

，长方体的高为 ( 由E；平面 #图%图%#与平

面 正**图正图之间的距离为 所 由E；点 #到平

面 %正正图%图的距离为 0 由E!

+%$!&!【解析】结合图形可以得出平面

角，， 相交于直线 3，直线 = 在平面 角内，

直线 3，= 相交于点 #，结合选项可得 +

正确!

+%所!【解】 （ ,） #又角，#0 ，，如图】B

所示!

图】

图B

（&）"2角，"2，，如图对所示!



图对

巩固练

$!以!【解析】三角形、平行四边形、梯形

都是平面图形，四边相等的四边形可

能是空间四边形!

所!以!【解析】由平面的表示方法可知，

对如错误!

*!以!【解析】由点、线、面之间的位置关

系可判断 5与 角关系不确定，A又角!

+!】对!【解析】由直线在平面外的位置

关系可知】正确；直线 ）在平面 角内

用符号“2”表示，即 ）2角，B错误；由

" 与 $相交，"2角，$2， 知两个平面有

公共点，一定相交，故对正确!

,!（,）0 由E!（&）4 由E

（(）所 由E

【解析】如图，在长方

体 #%正*/#,%,正,*,

中，（,）因为平面 #%正*为底面，所以

高为棱 ##, 的长度，即矩形 #%正*在

铅垂线上平移的距离，为 0 由E；（&）平

面 #**,#, $ 平 面 %%,正,正， 平 面

#**,#, 与平面 %%,正,正间的距离为棱

#%的长度， 为 4 由E； （ ( ） 因 为 棱

%,正,,平面 正正,*,*，所以点 %, 到平

面 正正,*,*的距离即为棱 %,正, 的长

度，也是棱 #*的长度，为 所 由E!

为!定!【解析】长方体中一共有 ,& 条棱，

除去与棱 #,%, 相交的 所 条棱和它本

身外，其余 定 条棱与棱 #,%, 不相交!

］!&!【解析】由长方体的面的定义可

知】正确!在长方体中，相对的两个

面互相平行，每个面有 所 条棱，所以

B正确!在长方体中，和任意一条棱

相交的棱有 所 条，和任意一条棱不

相交的棱有 定 条，所以对错误!在长

方体中，相对的两个面互相平行，且

这对平行面之间的距离是定值，所

以面上任一点到对面的距离相等，

如正确!在长方体中，与一个面平行

的面有 , 个，与这个面垂直的面有 所

个，所以图正确!

故!&!【解析】在长方体 #%正*/#,%,正,*,



中，#正$平面 #,%,正,*,，<正确!在长

方体 #%正*/#,%,正,*, 中，##,,#正，;

正确!在长方体 #%正*/#,%,正,*, 中，

##, 和 正*既不相交也不平行，+错

误!在长方体 #%正*/#,%,正,*, 中，

正*,平面 %正正,%,，故正确!

"!【解】（,）如图所示!

（&）直线 #%$平面 ，@平面!

（(）直线 正*,平面 #*，!

（所）直线 #，与直线 正*异面!

$·!'!【解析】】正方体的每一条棱，都

与两个侧面垂直，可得 & 个“正交线

面对”!正方体共 ,& 条棱，可得“正交

线面对”&',&%&所 个!

B正方体的每一条面对角线，都与一

个对角面垂直，可得 , 个“正交线面

对”!正方体共 ,& 条面对角线，可得

“正交线面对”,',&%,& 个!

对不存在与包含正方体的四个顶点

的平面与正方体的体对角线垂直!

综上，共有 &所3,&%(4 个!

$$#$#*!多面体与棱柱2

$$#$#+!棱锥与棱台

题型诀

$%$!/'&!【解析】根据棱柱的定义可

知棱柱的两个底面平行且全等，故 <

正确；

根据棱柱的定义可知棱柱的两个底面平

行且全等，侧棱均平行，故 ;正确；

棱柱底面至少为三角形，故棱柱至少有 &

个底面和 ( 个侧面，即 0 个面，故 +正确；

如图所示，



该几何体满足有两个面互相平行且其余

各面都是四边形，但该几何体不是棱柱，

故 故错误!

故选 <;+!

所%$!/!【解析】】错误，由五个面围成

的多面体可能是三棱柱；

B错误，仅有两个面互相平行的五面体

可以是三棱柱；

对如错误，棱台的侧棱延长线必须交于

一点!故选 <!

所%所!/!【解析】<!根据正三棱锥的定

义可知，正三棱锥的底面是正三角形，三

个侧面是全等的等腰三角形，

所以一个三棱锥是正三棱锥的充要条件

是底面是正三角形，三个侧面是全等的

等腰三角形，

所以该选项符合题意!

;!各个面都是正三角形，则三棱锥是正

三棱锥，所以各个面都是正三角形是三

棱锥为正三棱锥的充分条件；

如果三棱锥是正三棱锥，则各个面不一

定都是正三角形，所以各个面都是正三

角形是三棱锥为正三棱锥的非必要

条件，

故该选项不符合题意!

+!三个侧面是全等的等腰三角形的三棱

锥不 一 定 是 正 三 棱 锥， 如 图 所 示，

D#%D正%%正%#%，#正%D%时，三棱锥 D/

#%正不一定是正三棱锥，

故该选项不符合题意!



故!顶点在底面上的射影为重心，设底面

为直角三角形 #%正，其重心为 为，过点 为

作平面 #%正的垂线 为D，连接 D#，D%，D正

得到三棱锥D/#%正，

显然三棱锥 D/#%正不是正三棱锥，

所以该选项不符合题意!

所%*!'!【解析】根据棱锥的结构特征可

知，剩余部分是四棱锥 #图/%正正图%图!

*%$!【解】如图，在正四棱锥 得/#%正*

中，得为,底面 #%正*于点 为，则 为是底面

的中心，得为得%是侧棱 得%与高 得为所成

的角，故得为得%%(.&!

由题意知 为%%槡&
&
"，则 得%%&为%%槡& "，

得为% 得%&/为%槡
& %槡4

&
"M

过点 为作 为/,%正于 /，连接 得/，则

得/,%正M

在 D9!得为/中，可求得 得/%槡定
&
"，

所以正四棱锥的侧棱长为槡&"，斜高为槡
定
&
"M

*%所!【解】如图，正三棱台 #%正/#,%,正,

中，高 为为, %(，底面边长为 #,%, %&，

#%%所，

故 为#%槡(
(

#%%所槡(
(

，为,#, %
槡(
(

#,%, %

&槡(
(

，!



侧棱 长 ##, % (&3( 槡所 (
(

/槡& (
( )槡

&

%

槡@(
(

!!

又 为，% 槡& (
(

， 为,，, %槡(
(
， 斜高 ，，, %

(&3( 槡& (
(

/槡(
( )槡

&

% 槡& &,
(

!!

+%$!&!【解析】因为底面 #%正*的直观

图是边长为 , 的正方 形，所以底面

#%正*是两邻边分别为 , 与 ( 的平行四边

形，设底为 ,，则高为 &槡&，底面周长是 ,3

(3,3(%-，面积是 ,'&槡&%&槡&!

所以直四棱柱的表面积是 -'&3& 槡& '

&%,43所槡&!

故选 +!

+%所!,&!【解析】如图，由题意可知 为#%

&，为5%,，为%%槡(，所以 5%% （槡(）
&3槡 , %

&，所以正六棱锥的侧面积为 4'
,
&
'&'

&%,&!

巩固练

$!&!【解析】对于 <，如图】所示的几何

体中，平面#%正*$平面 EFGH，其余各面

都是平行四边形，显然不是棱柱，故 <

错误；

对于 ;，如图B，多边形 #%正*，是平

面多边形，其余各面都是三角形，显然

不是棱锥，故 ;错误；

图】



图B

对于 +，多面体至少有四个面，故 +

正确；

对于 故，一个正方形按不同方向平移

所得几何体，可能是正方体，也可能是

长方体或斜四棱柱，故 故错误!故

选 +!

所!'!【解析】如图，三棱锥 %图/#正*图为

符合条件的三棱锥，四个面为全等的

等边三角形，设正方体的棱长为 ,，则

%图正%槡& ，得!%图#正%
槡(
&
!三棱锥的表面积

得锥 %所'槡
(
&

%&槡( ，又正方体的表面积

得正 %4!!

因此 得锥 >得正 %&槡( >4%,>槡(!

*!&!【解析】因为截面面积与底面面积

之比为 ,>&，且面积比与相似比是平方

的关系，故平面截取后小棱锥与大棱

锥的相似比为 ,>槡&!

故小棱锥与大棱锥的高比值也为 ,>

槡& ，故大棱锥的高被分成的上、下两段

之比为 ,>（槡&/,）!

+!&所!【解析】直四棱柱底面是边长为

& 由E的菱形，且 所 个侧面全等，，该直

四棱柱的侧面积为 所'&'(%&所（由E&）!

,!&槡(!&槡&!【解析】如图所示，正四棱

锥 D/#%正*的底面面积为 ,4，则底面

边长为 所!平为 正*的中点，在等边三

角形 D正*中，D平%槡(
&
D正%&槡( ，



D在 平 面 #%正*的 射 影 为 正 方 形

#%正*的中心 为，

*为%,
&

*%% 槡& &，D为% D*&/*为槡
& %

槡& &!故斜高与高分别为 槡& ( ， 槡& &!

为!【解】作出三棱锥的侧

面展开图，如图 #，%

两点间最短绳长就是

线段#%的长度!

在!#为%中，得#为%%@.&，

为#%所 由E，为%%( 由E，

所以 #%% 为#&3为%槡
& %0（由E）!所以此

绳在 #，%两点间的最短绳长为 0 由E!

］!&!【解析】根据题意知阳马的最长棱

为长方体的体对角线，，最长棱长为

&&3(&3所槡
& %槡&@!

故!槡,(!!
( 槡&&

所
!【解析】如图】所

示， 当 质 点 经 过 棱 **, 时， #5%

##&
,3#,5槡

& % ,&3（(3,）槡
& %槡,定 ；

如图B所示，当质点经过棱 #,*, 时，

#5% #*&3*5槡
& % (&3（,3,）槡

& %

槡,( ；!

图】!!!!! !!图B!!!

如图对所示，当质点经过棱 #,%, 时，

#5% #*&
,3*,5槡

& % （,3(） &3,槡
& %

槡,定!所以最短距离为槡,(!

此时质点从点 #出发，经过 #,*, 的中

点 ，，再到达点 5，则平面 #，5截长方



体所得的截面为梯形 #正5，，如图如

所示!

图对

图如

由已知得 #正%槡,( ，，5%槡,(
&

，#，%

槡,(
&

，5正%槡&!

如图图，过点 ，，5分别作 #正的垂线，

垂足分别为 /，在，

设 ，/%在5%2，且 /在%，5%槡,(
&

，

故 #，&/，/槡
& 3/在3 5正&/5在槡

& %#正，

即 槡,(
&( )

&

/2
槡

& 3 槡,(
&

3

（槡& ）
&
/2槡

& %槡,( ，解得 2%
&&
,(槡!!

故截面面积 得%
,
&
（，53#正）·2%

,
&
'

槡,(
&

3槡,(( ) ' &&
,(槡 % 槡( &&

所
!

图图

"!'!【解析】设正五边形面有 +个，共

0+条棱，正六边形面有 又个，共 4又

条棱，

因为每条棱出现在两个面中，所以总

棱数 ，%0+
34又
&

，

因为每个顶点出现在三个面中，

所以总顶点数 D%0+34又
(

%4.，得 0+3



4又%,-.，

所以 ，%0+
34又
&

%,-.
&

%@.，

所以由欧拉公式 D/，3@%& 得，4./

@.3@%&，得 @%(&，

所以 +3又%(&，

所以由
+3又%(&，

0+34又%,-.，， 得
+%,&，

又%&.，，
所以碳 4. 的所有面中正六边形的个

数为 &.，故选 ;!

$$#$#,!旋转体

易错记

$%$!【解】题图】和题图B都是绕直角

三角形的直角边所在的直线旋转，得到

的几何体是圆锥!题图对是绕直角三角

形的斜边所在的直线旋转，得到的几何

体是两个同底相对的圆锥!题图如是绕

直角三角形斜边上的高所在的直线旋

转，旋转 ,-.以得到的几何体是两个不同

的半圆锥，旋转 (4.以得到的几何体是一

个圆锥内部套一个圆锥!

题型诀

$%$!以!【解析】】错误，圆台是直角梯

形绕其直角边所在直线或等腰梯形绕其

两底边的中点连线旋转形成的；B正确；

对错误，球是以半圆的直径所在直线为

轴旋转一周形成的旋转体；如正确!

$%所!【解】 （ ,） 轴截面 得#%的面积为

,
&
'所槡('得为%所槡( ，

所以 得为%&!

所以圆锥 得为的母线长）% （&槡(）
&3&槡

& %所!

（&）在轴截面 得#%中，得为%&，得#%所，

所以得得#%%!
4
，得#得%%&!

(
!

设得%得正%"，则 .)"所
&!
(
，

所以!得%正的面积为
,
&
）&"#$ "%-"#$ "，

所以当 "%
!
& 时，截面 得%正面积有最大

值，最大值为 -!

所%$!&!【解析】作出圆柱的轴截面的原



图形，如图，由题可

知圆柱的底面半径

为
,
&
为#%槡&

&
，高为

为正%槡& ，所以该圆

柱的表面积为 &!' 槡&
&( )

&

3!'槡& '

槡& %(!!

*%$!&!【解析】设圆锥的底面半径为 >，

母线长为 ），侧面展开图扇形的圆心角为

"，根据条件得 !>）3!>& %(!>&，即 ）%&>!

又由弧长公式得
"!）
,-.&

%&!>，解得 "%

,-.&!故选 +选

*%所!/!【解析】设圆锥的底面半径为 >，

高为 2，母线长为 ），

由题可知，>%2%槡
&
&
），则

,
&
'（槡&>）

& %,，

，>%,，）%槡& ，侧面积为 !>）%槡&!!

+%$面'!【解析】由题意可得更换两个灯

罩需要的丝绸材质布料面积 得%&!（,.3

,-）',定%@0&!（由E&）!故选 ;!

+%所!&!【解析】

由题意知，先画

轴截面，再利用

上、下底面半径

和高的比求解!圆台的轴截面如图所示，

为,，为分别为轴截面上、下底的中点，连

接 为,为，过点 正作 正，,#%，垂足为 ，!设

上底面半径为 >，下底面半径为 底，高为

2，则>>底>2%,>所>所，则它的母线长为 ）%

2&3（底/>）槡
& % （所>） &3（(>）槡

& %0>%,.，

所以 >%&，底%-!

故 得侧 %!（底3>） ）%!（ - 3&） ',. %

,..!，!

得表 %得侧 3!>& 3!底& %,..!3所!3

4所!%,4-!!

,%$面'!【解析】设两球的半径分别为

>,，>&，表面积分别为 得,，得&，
得,

得&

%
所!>&,
所!>&&

%

>&,
>&&

%所
@
!

,%所!&>(!【解析】设球的半径为 底，则圆

柱的底面半径为 底，高为 &底，



， 得圆柱 %&!底· &底3&!底& %4!底&，

得球 %所!底&，

，得球 >得圆柱 %所!底& >4!底& %&>(!

为%$!&!【解析】根据封闭几何体的直观

图，可得该几何体是一个圆柱挖去一个

半球，其中圆柱的底面圆的半径为 , 由E，

母线长为 ( 由E， 球的半径为 , 由E，所以

该几何体的表面积为 得 %&!','(3!'

,&3,
&
'所!',& %@!（由E&）!故选 +!

为%所!【解析】四边

形 #%正*绕 #*旋

转一周所成的几何

体为棱台去掉一个

圆锥!如图所示!

因为得#*正%,(0&，所以得，*正%所0&!

又因为 正*%&槡& ，所以 ，*%，正%&!

所以 得表 %得圆台下底面3得圆台侧面3得圆锥侧面

%!· #%& 3!（，正3#%） · %正3!·

，正·正*

%!'0&3!'（&30）'03!'&'&槡&

%&0!3(0!3所槡&!

%（所槡&34.）!!

］%$!'!【解析】当截面过旋转轴时，圆

锥的轴截面为等腰三角形，此时】符合

条件；当截面不过旋转轴时，此时图符合

条件!故截面图形可能是】图!故选 ;!

］%所!以!【解析】用一个平面去截一个几

何体，得到的截面是一个圆面，则这个几

何体可能是圆锥，也可能是圆柱，也可能

是球体!故选 故!

故%$!&!【解析】如

图为圆台轴截面，

为,，为& 分别为上、

下底的中点，连接 为,为&，过点 /作 /5,

在为& 于点 5!由题意，/在%所，为,/%&，

为&在%所，，在5%&，，/5% /在&/在5槡
& %

所&/&槡
& %&槡(!故选 +!

故%所!,&!【解析】设圆台的

上底面半径为 >，圆锥的母

线长为 ），则圆台的下底面

的半径为 所>，轴截面中的相



似三角形如图，!得为图#图3!得为#，所以

得#图
得#

%为图#图
为#

，即
）/@
）

%>
所>

，解得 ）%,&!

"%$!'!【解析】由题意，得任意两点与

球心所在截面圆中，该两点所在弦对应

的圆心角为
!
(
!

若球的半径为 底，则任意两点所在弦的

弦长相等且为 底，

所以三个点所成三角形是边长为 底的等

边三角形，故其外接圆的半径 >%
底

槡(
，故

&!>%
&底

槡(
!%所!，则 底%&槡(!

所以球面的面积为 所!底& %所-!!故选 ;!

"%所面-.!!【解析】设球半径为 底，球心

为到上底面距离为 +，则球心到下底面距

离为 4/+，结合勾股定理，建立等式 底& %

&&3+& %所&3（4/+） &，解得 +%所，所以半径

底& %+& 3&& %&.，因而球 为表面积 得 %

所!底& %-.!!

$·%$面&!【解析】设圆锥的底面半径为

>，侧面展开图如图所示，由图可知 %为

得#的中点，#,%为所求长度的最小值!

由于母线长为 4 E，则 得#%4，又圆锥的

侧面积为 ,&!E&，

所以由圆锥的侧面积公式可得 ,&!%

!>·得#，解得 >%&，

所以底面圆的周长，即圆锥侧面展开图

的弧长为 所!，

又 所!%4得#,得%，所以得#,得%%&!
(
!

在!#,得%中，由余弦定理可得

由2" 得#,得% %
#,得

&3得%&/#,%
&

&#,得·得%
%

4&3(&/#,%
&

&'4'(
%/,

&
，解得 #,%%(槡定 E（负

值舍去）!故选 +!



巩固练

$!&!【解析】题图】所示的几何体不是

由棱锥截来的，所以不是棱台；

题图B所示的几何体中上、下两个底

面不平行，所以不是圆台；

题图对所示的几何体是棱锥；

题图如所示的几何体中前、后两个面

平行，其他面是四边形，且每相邻两个

四边形的公共边平行，所以是棱柱!故

选 +!

所!'!【解析】】中当圆锥过顶点的轴截

面是钝角等腰三角形时，在过顶点的

所有截面三角形中，两腰均为圆锥母

线，当且仅当两腰垂直即两条母线垂

直时，截面面积最大；对圆台的两个底

面一定平行，故】对错误!

*!'!【解析】因为圆柱的轴截面是矩

形，由题意知该矩形的长是母线长 0，

宽为底面圆的直径 所，所以轴截面的面

积为 所'0%&.，故选 ;!

+!&!【解析】由题意及棱柱和圆柱的侧

面积公式，以及三角形和圆的面积公

式，可得剩余几何体的底面积为 得底 %

& ( !/,
&
'槡&'槡& ) %&!/&，

剩余几何体的侧面积为 得侧 %（&槡& 3

&）'(3&!'(%4槡&3434!，

故剩余几何体的表面积为 得底 3得侧 %

-!3所34槡&!

,!/!【解析】依题意可得，圆柱的底面

半径 >%,，高 2%所，将圆柱的侧面（一

半）展开后得矩形 #%正*，其中 #%%!，

#*%所，问题转化为在 正*上找一点 A，

使 #A35A最短!作点 5关于 正*的对

称点 ，，连接 #，，令 #，与 正*交于点

A，连接 5A，则 #A35A的最小值即为

#，，#，% !&3（所3&）槡
& % !&3槡 (4!

为!& 或 ,所!【解析】画出与截面垂直的球



的大圆，如图所示!

设球的大圆为圆 为，点 正，*分别为两

截面圆的圆心，#%为经过点 正，为，*

的直径!由题中条件可得两截面圆的

半径分别为 4 和 -!在D9!正为，中，

为正% ,.&/4槡
& %-!在 D9!*为@中，

为*% ,.&/-槡
& %4!

如图】所示，当两截面在球心的同侧

时，两截面间的距离 正*%为正/为*%&；

如图B所示，当两截面在球心的异侧

时，两截面间的距离 正*%为正3为*%,所!

综上可知，两截面间的距离是 & 或 ,所!

］!以!【解析】由已知得 ）%&>（>为圆锥

底面半径，）为圆锥的母线长），所以

得侧

得底

%!>）
!>&

%）
>
%&!

故!'!【解析】】!#*，和!%正@都是边

长为 & 的等边三角形，，@$#%，

，侧面 #%@，，正*，@是等腰梯形，且

两等腰梯形全等，易得等腰梯形的高

为槡( ，

，得梯形#%@，%得梯形正*，@%
,
&
'（&3所）'槡( %

(槡(!

又】 得!%正@ %得!#*， %槡(
所

'&& %槡( ，

得矩形#%正*%所'&%-，

，几何体的表面积 得%(槡('&3槡('&3

-%-3-槡(!

故选 ;!

"!'! 【解析】 如图

所示，

设两圆的圆心分

别为 为,，为&，球心

为 为， 公 共 弦 为

#%，#%的中点为 ，!因为球心到这两

个平面的距离相等，且两圆的半径相



等!所以四边形 为为,，为& 为正方形，设

两圆半径为 >，所以A为为, A% ,4/>槡
& ，

A为，A%槡& A为为, A% (&/&>槡
& ， 已 知

A#，A%
,
&

A#%A%槡& ，A为，A&3A#，A& %

A为#A&，所以 (&/&>& 3&%,4，则 >& %@，

所以 >%(，所以这两个圆的半径之和

为 4!故选 ;!

$·!【解】（,）由截得的圆

台 为为图上、下底面面

积之比为 , >,4，可设

截得的圆台 为为图上、

下底面的半径分别为 >，所>!

过圆锥轴 得为作截面，如图所示!

则!得为图#图3!得为#，为图#图%( 由E，

，
为图#图
为#

%得#图
得#

%,
所
，，为#%,& 由E!

又 得为%&所 由E，

，得#% ,&&3&所槡
& %,&槡0 （由E），得#图%

,
所
得#%(槡0 （由E），

即 ##图%@槡0 由E，故圆台的母线长为

@槡0 由E!

（&） 如图，过正方体

的体对角线作圆锥的

轴截面，设正方体的

棱长为 +，则 为正%槡&
&
+，

，由!得，*3!得为#得，
，*
为#

%得，
得为

，即

槡&
&
+

,&
%&所

/+
&所

，解得 +%&所（槡&/,），

，正方体的棱长为 &所（槡&/,） 由E!

$$!/'!【解析】如果是绕直角边旋转，

形成圆锥，则圆锥底面半径为 >%,，

高为 2%,，母线 ）就是直角三角形的

斜边槡& ，所以所形成的几何体的表面

积 得 %!>）3!>& %!','槡& 3!',& %

（槡&3,）!!

如果绕斜边旋转，形成的是上下两个

圆锥，圆锥的半径是直角三角形斜边

的高槡
&
&
，两个圆锥的母线 ）都是直角



三角形的直角边 ,，

所以形成的几何体的表面积 得%&'

!>）%&'!'槡
&
&
',%槡&!!

综上，可知形成的几何体的表面积是

（槡&3,）!或槡&!!

$所!【解】一个三棱柱可以分割成三个三

棱锥，有如下六种方案：

$$#$#为!祖暅原理与几何体的体积

易错记

$%$!&!【解析】把梯形

#%正*绕直线 #*旋转一

周而形成的曲面围成的几

何体是底面半径为 ,，高

为 & 的圆柱挖去底面半径为 ,，高为 , 的

圆锥后剩下的部分，如图所示，故所求几

何体的体积为 &!/
,
( !%0!

(
，故选 +!

所%$!
&
(
!【解析】设点 5到平面 #%正，平

面 #,%,正, 的距离分别为 2,，2&，则棱柱

的高为 2 %2, 32&， 又记 得 %得!#%正 %

得!#,%,正,
，则三棱柱的体积 D%得2%,!而从

三棱柱中去掉四棱锥 5/#正正,#, 的剩余

体积 D图%D5/#%正 3D5/#,%,正,
% ,

(
得2, 3

,
(
得2& %

,
(
得（2,3 2& ） % ,

(
， 从 而

D5/#正正,#,
%D/D图%,/

,
(

%&
(
!

题型诀

$%$!以!【解析】已知圆柱的高等于 ,，

侧面积等于 所!，设圆柱的底面半径为 >，

根据圆柱的侧面积公式得 &!>',%所!，

故 >%&，则圆柱的体积 D%!>&2%!'&&'

,%所!!



$%所!&!【解析】因为甲、乙两个圆柱的

底面面积分别为 得,，得&，且
得,

得&

%,4
@
，

所以甲、乙两个圆柱的底面半径 底,，底&

满足
底,

底&

%所
(
，

所以甲、乙两个圆柱的底面周长 正,，正&

满足
正,

正&

%所
(
!

又因为甲、乙两个圆柱的侧面积相等，所以

甲、乙两个圆柱的高面,，面& 满足
面,

面&

%(
所
，

所以甲、乙两个圆柱的体积 D,，D& 满足

D,

D&

%
得,面,

得&面&

%,4
@
'(
所

%所
(
!故选 +!

$%*!,&槡(或 &所槡(!【解析】因为正三棱

柱的侧面展开图是边长分别为 4 和 ,&

的矩形，所以有以下两种情况，

】4 是下底面的周长，,& 是三棱柱的高，

此时，下底面的边长为 &，面积为槡( ，所

以正三棱柱的体积为 ,&槡(!

B,& 是下底面的周长，4 是三棱柱的高，

此时，下底面的边长为 所，面积为 所槡( ，所

以正三棱柱的体积为 &所槡(!

所%$!/!【解析】三棱锥 */#正*, 的体积

D*/#正*,
%D*,/#正*

% ,
(
得!#*正·*,*% ,

(
'

,
&
·#*·*正·*,*%,

(
',
&

%,
4
!!

所%所!以!【解析】依题意画出图形如图所

示，因为底面 #%正*为平行四边形，所以

D%D5/#%正*%&D5/%正*!

因为 5正()) %(5A()) ，所以 DA/%正*%
&
(
D5/%正*，

则 DA/5%* %D5/%正* /DA/%正* % ,
(

D5/%正* %

,
4
D5/#%正*%

D
4
!

*%$面&!【解析】依题意知，圆台上底面

半径 >%, ，下底面半径底%&!



如图所示，圆台的侧面展开为圆环的一

部分即 #%正*，其小扇形弧长 #*) %&!，大

扇形弧长 %正) %所!， 由
%正)
#*)

%& 知为#%#%%

），则由圆台的侧面积 得 %,
&

%正) ·为%/

,
&
#*) ·为#%4!，得 ）%&，所以高 2%槡( ，

圆台的体积 D%
,
( !2·（>& 3>底3底& ）%

槡定 (
( !!

!

*%所!&.槡,.

【解析】 方斗大

致图 形 如 图 所

示，点 为，为, 分

别为上、下两底面的中心，/，在分别为

#*，#,*, 的中点，则 /在为等腰梯形

#,*,*#的高!

根据题意可知 /为%(，在为, %&，为为, %(，

则/在% (&3（(/&）槡
& %槡,. ，

所以此方斗的侧面等腰梯形 #**,#, 的

高为槡,.分米!所以此方斗外表面的侧

面积为 所'
（所34）'槡,.

&
%&.槡,. （平方

分米）!

+%$面&!【解析】设三个球的半径分别为

,，&，(，则大球的体积D( %
所
( !'(( %(4!，

两个小球的体积和 D, 3D& %
所
( !'（,( 3

&(）%,&!!则最大球的体积是其他两个

球的体积和的 ( 倍!

+%所!/!【解析】设球 为的半径为 底，则

底&/底
&

所
%（槡( ）

&，解得 底%&，所以球 为的

体积 D%
所!
(
底( %(&

( !!故选 <!

,%$!/!【解析】设圆锥的底面半径为

>由E，高为 2 由E，母线长为 底由E!



根据 题 意， 可 得

!底&

&
%@!
&
，

&!>%!底，
， 则

底%(，

>%
(
&
，，

所以 2% 底&/>槡
& % 槡( (

&
!

故该冰激凌体积 D%
,
( !>&23

,
&
'所
( !>( %

,-3槡@ (
- !（由E(）!故选 <!

,%所!
,所!
(

!（,03槡0 ）!!【解析】由题

意，将四边形 %正*，绕直线 正*旋转一

周，所得几何体为圆台，圆台的上、下底

面半径分别为 , 和 &，高为 &，故其体积

D%!
(
（,&3,'&3&&）'&%

,所!
(

!

将四边形 %正*，绕直线 #%旋转一周，所

得几何体为一个底面半径和高均为 & 的

圆柱，中间挖去一个底面半径为 ,，高为

& 的圆锥后所剩下的几何体!

圆柱的表面积为 &'&&!3&'所!%,4!，

圆锥的底面积为 !，

圆锥的侧面积为 ,' ,&3&槡
& !%槡0!，

所以该几何体的表面积为 ,4!/!3

槡0!%（,03槡0 ）!!

为%$!&!【解析】由题意，球的直径与正

方体棱长相等，

设正方体棱长为 "，则 4"& %4，故 " %

, 由E，

所以 D球 %所
( !'

,
&( )

(

%,
4 !（由E(）!

为%所!'!【解析】设球的半径为 底!由球

的 体 积 为
(&
( !， 可 得

所
( !底( %

(&
( !，则 底%&!

又长方体的体对角线长度即为球的直

径，故长方体的体对角线长为 所!

设长方体的高为 +，则 ,3,3+槡
& %所，+%

槡,所 ，所以该长方体的体积为槡,所!

］%$!/!【解析】如图所示，等边三角形



5#%的内切圆和

外接圆的半径即

为圆锥 5为的内

切球和外接球的

半径，

记内切球和外接球的半径分别为 >和 底，

则
>
底

%"#$ !
4

%,
&
，

所以其外接球与内切球的表面积之比为

所!底&

所!>&
%所 >,!

］%所!/! 【解析】

由于 三 棱 锥 得 /

#%正与三棱锥 为/

#%正的底面都是

!#%正，为是 得正的中点，因此三棱锥 得/

#%正的高是三棱锥 为/#%正高的 & 倍，所

以三棱锥 得/#%正的体积也是三棱锥 为/

#%正体积的 & 倍!

在三棱锥 为/#%正中，其棱长都是 ,!如图

所示， 得!#%正 %槡(
所

'#%& %槡(
所
， 高 为*%

,/槡(
(( )槡

&

%槡4
(
，则 D得/#%正%&D为/#%正%&'

,
(
'槡(
所
'槡4
(

%槡&
4
!

］%*!槡
4
,&

"!【解析】作出棱长为 " 的正四

面体 得/#%正及其内切球 为，如图，连接

为#，为%，为正，为得!设正四面体 得/#%正的内

切球 为的半径为 >，正四面体 得/#%正的

高为 2!

】 D得/#%正 %所D为/#%正， 得!#%正 %槡(
所

"&， 2 %

"&/(槡(( " )槡
&

%槡4
(
"，



，
,
(
·槡

(
所
"&·槡

4
(
"%所'

,
(
·槡

(
所
"&·>，

，>%槡
4
,&

"!

故%$!
&!
(
!【解析】设球的半径为 底!

由题意可知，圆柱的底面半径为 底，圆柱

的高为 &底，

因为圆柱的表面积是 4!，所以 &!底'&底3

&!底& %4!，解得 底%,!

所以圆柱的体积 D, %!底
&'&底%!',&'&'

,%&!，

球的体积 D& %
所
( !底( %所

(
'!',( %所!

(
，

所以可以注入的水的体积最多为 D, /

D& %&!/
所!
(

%&!
(
!

故%所!0! 【解析】可将正三棱柱 #%正/

#,%,正, 置于圆柱 为,为& 内，使得!#%正，

!#,%,正, 的外接圆分别为圆 为&，圆 为,!

设 #%%"，圆柱 为,为& 底面圆的半径为 3，

母线长为 2，则 为,为& 的中点 为到圆柱底

面圆上每点的距离都相等，则 为为圆柱

为,为& 外接球的球心，即正三棱柱 #%正/

#,%,正, 外接球的球心!

设 球 为 的 半 径 为 底， 则 底 %

3&3 2
&( )槡

&

!!

因为正三角形 #%正内切圆的半径与正三

棱柱 #%正/#,%,正, 内切球的半径相等，

所以设正三角形#%正内切圆的半径为>，

由等面积法可得槡
(
所
"& %,

&
·("·>，解得

>%槡
(
4
"，则 2%&>%槡

(
(
"，圆 为& 的半径 3%

"

&"#$ !
(

%槡(
(

"，所以 底% 3&3 2
&( )槡

&

%

槡,0
4

"!

因此正三棱柱 #%正/#,%,正, 外接球和内

切 球 的 表 面 积 的 比 值 为
底
>( )

&

%

槡,0 "
4

'4

槡( "( )
&

%0!



"%$!所.!!【解析】米斗的示意图如图所

示，设米斗两底面中心分别为 为,，为&，由棱

台的性质可知，外接球的球心 为在直线

为,为& 上!由题意 为,#%&槡&，为&%%槡&，#%%

&槡0，所以 为,为& % #%&/（为,#/为&%）槡
& %

&./槡 & %(槡&!设外接球的半径为 底，

为为& %2，则 为为, %A(槡&/2A!因为 为,为& 垂

直于上、下底面，所以 为为&
&3为&%

& %底&，即

2& 3（槡& ）
& %底&，又 为为&

,3为,#
& %底&，即

（(槡&/2）
& 3（&槡& ）

& %底&，联立解得 2 %

&槡& ，底
& %-3&%,.，所以该米斗的外接球

的表面积为 所!底& %所.!!

$·%$!
,4!
@

!【解析】过点 正作 正*,#%，

垂足为点 *，将D9!#%正以斜边 #%所在

直线为旋转轴旋转一周得到一个几何

体，该几何体是以 正*为底面圆半径，

正#，正%为母线的两个圆锥拼接而成的组

合体，设该组合体的内切球球心为点 ，，

则点 ，在线段 #%上，点 ，到 #正，%正的

距离相等，连接 正，!

设内切球的半径为 >，则 得!#%正%得!#正，3

得!%正，，即
,
&
正#·正%%,

&
正#·>3

,
&
正%·



>，所以 >%
正#·正%
正#3正%

%,'&
,3&

%&
(
，所以该几

何体的内切球的表面积为 所!>& %所!'

&
(( )

&

%,4!
@

!

$$%$!,4!!【解析】由题意知，正*为该

球的直径，由此易知，当顶点 #在底面的

射影为球心 为时，且底面 %正*为等腰直

角三角形时，三棱锥 #/%正*的体积最

大，所以
,
(

',
&

'&底'底'底%-
(
，解得

底%&，故所求球 为的表面积 得%所!底& %

,4!!!

$所%$!&!【解析】由题意可知旋转后的

几何体是一个圆柱挖掉两个全等的圆

锥，其中圆柱和圆锥的底面半径均为 ,，

圆柱的高为 所，圆锥的高为 ,，则所求几

何体的体积为 !',&'所/&'
,
(
'!',&',%

所!/
&!
(

%,.!
(

!故选 +!

$所%所!【解】由题可知，该几何体是一个

底面半径为 (，高为 4 的圆柱，挖去一个

底面半径为 (，高为 ( 的圆锥!

所以该几何体的表面积 得表 %得圆柱表 /

得圆柱上底3得圆锥侧 %（&!'('43&!'(&）/!'(&3

!'('(槡& %（所03@槡& ）!，

该几何体的体积 D%D圆柱/D圆锥 %!'(&'4/

,
( !'(&'(%所0!!

$所%*!【解】过点 正作 正为,,#%，垂足为

为,，如图所示!

因为得%正#%@.以，得%#正%(.以，#%%所，

所以 #正%&槡( ，%正%&，正为, %槡(!

旋转一周后得到的几何体为球内部挖去

两个圆锥后剩下的部分!

因为 得球 %所!底& %,4!，得圆锥#为,侧
%!'槡('

&槡( %4!，



得圆锥%为,侧
%!'槡('&% 槡& (!，

所以 得几何体 %得球3得圆锥#为,侧
3得圆锥%为,侧

%（&&3

槡& ( ）!，

所以旋转所得到的几何体的表面积为

（&&3 槡& ( ）!!

又 D球 %所
( !底( %(&

( !，

D圆锥#为,
%,

(
#为,·!·正为&

, %!·#为,，

D圆锥%为,
%,

(
%为,·!·正为&

, %!·%为,，

所以 D几何体 %D球 /（D圆锥#为,
3D圆锥%为,

） %

(&
( !/所!%&.

( !!

巩固练

$!以!【解析】如图，去掉

的一个棱锥的体积是

,
(
',
&
',
&
',
&
',
&

%

,
所-

，剩余 几 何 体 的 体 积 是 , /- '

,
所-

%0
4
!

所!'!【解析】设正六棱柱的底面边长为

" E，高为 2 E，则 &"2%,，槡( "%,，解

得 "%槡
(
(
，2%槡

(
&
!所以这个六棱柱的

体积 D%槡(
所

' 槡(
(( )

&

'4 '槡(
&

%

(
所
（E(）!!

*!&! 【解析】 直线

又%+，又%/+，+%, 围

成图中阴影部分所

示的图形，

则其绕 又轴旋转一

周得到的几何体是一个圆柱挖去两个

相同且共顶点的圆锥!

圆柱的体积 D, %!',
&'&%&!，

圆锥的体积 D& %
,
(
'!',&',%!

(
，

因此所求旋转体的体积为 D%D, /

&D& %
所
( !!

+!/!【解析】如图所示，由祖暅原理的

含义可得，当平面 角$，，并且和 角平行



的任意平面截得两个几何体的所得的

截面面积 得,， 得& 总有 得, %得& 时，则

D, %D&，则 <选项正确!

,!'!【解析】设四棱锥 5/#%正*的高为

2，底面 #%正*的面积为 得，

则 D& %D5/#%*%
,
(
',
&
得2%

,
4
得2!

因为 正，%&，5，所以 5，%,
(
5正，

所以 D, %D5/，%* %D，/5%* % ,
(

D正/5%* %

,
(
D5/%正*%

,
(
',
4
得2%

,
,-

得2，所以
D,

D&

%

,
,-

得2

,
4
得2

%,
(
!

为!
&
(
!【解析】设正四棱台的高、斜高分

别为 2，+!

所以 所'
,
&
'（,3&）'+%,&3&&，

解得 +%
0
4
!

由勾股定理得 2&3 ,/
,
&( )

&

% 0
4( )

&

，

解得 2%
&
(
!

］!'!【解析】因为圆柱的轴截面为正方

形，母线长为 4，

所以圆柱的底面圆直径和高都是 4，

所以该圆柱的内切球的半径为 (，如

图，球 为即为该圆柱的内切球!

若该圆柱内放置

一个棱长为 " 的

正四面体，并且

正四面体在该圆

柱内 可 以 任 意

转动，

则该正四面体内接于该圆柱的内切球

时，棱长 " 最大!

如图该正四面体 5/#%正的棱长为 "，



设点 5在平面 #%正内的射影为 面，即

5面,平面 #%正，

则球心 为在 5面上，且 为5%为#%(，

#面%&
(
#%·由2"(.以%槡

(
(
"，

所以5面% 5#&/#面槡
& % "&/槡(

(
"( )槡

&

%

槡4
(
"，

所以 为面%5面/为5%槡4
(
"/(，

在D9!为#面中，为#& %为面&3#面&，即 (& %

槡4
(
"/(( )

&

3槡(
(
"( )

&

，

整理可得 "&/ 槡& 4 "%.，解得 "% 槡& 4

或 "%.（舍） ，

所以 " 的最大值为 槡& 4 ，故选 ;!

故!'!【解析】作出过正

方体的对角面的截

面，如图所示!

设球的半径为 底，正方体的棱长为 "，

那么 正正图%"，为正%槡& "
&

，

在直角三角形 正图正为中，由勾股定理，

得 正正图&3为正& %为正图&，

即 "&3(槡& "& ) &

%底&，解得 底%槡4
&
"，

所以半球的体积 D, %
,
&

'所
( !底( %

&
( !'(槡4& " ) (

%槡4
& !"(，

正方体的体积 D& %"
(，

所以半球与正方体的体积比为槡
4
& !"( >

"( %槡4!>&!

"!
,
4
!【解析】三棱锥 *, /，*@的体积

即为三棱锥 @/**,，的体积!因为 ，，

@分别为线段 ##,，%,正上的点，所以

!，**, 的面积为定值
,
&
，点@到侧面

**,，的距离为定值 ,，所以 D*,/，*@
%

D@/**,，
%,

(
',
&
',%

,
4
!



$·!
(&!
(

!【解析】】正四棱锥 5/#%正*

底面的四个顶点 #，%，正，*在球 为的

同一个大圆上，，球心 为是正方形

#%正*对角线的交点，5为是棱锥的

高!设球半径为 底，则 #%%槡& 底，

得#%正*% ( 槡& 底) & % &底&， D5/#%正* %

,
(
得#%正*·5为%,

(
'&底&'底%,4

(
，，底%

&，，D球 %所!
(
底( %所!

(
'&( %(&!

(
!

$$!所!【解析】如图

所示，其中圆柱

的底面半径为

&，高为 (， ，三

棱锥 为/，@平的

高为 (，，当!，@平的面积最大时，

三棱锥 为/，@平的 体 积 最 大!由

!，@平为下底面圆的一个内接直角

三角形，可设得，平@%@.&，则 ，@为

下底面圆的直径，，当点 平在 ，@的

垂直平分线上时，!，@平的面积最

大，最大值为
,
&
'所'&%所，，三棱锥

为/，@平体积的最大值 DE:积%
,
(

'

所'(%所!

$所!& >,!【解析】将几何体补全为正方

体，对于三棱锥 平/%，@， 如图 】

所示，

D平/%，@ %D#%正*/平E面F/D平/面，%E/D平/面F@， /

D%/正*@，/D%/*@平#%&定/
,
(
'('

,
&
'0'(/

,
(
'('

,
&

'('(/
,
(

'('
,
&

'('(/

,
(
'('

,
&
'0'(%(!

图】



对于三棱锥 %/，平*，如图B所示，

D%/，平* %D#%正*/平E面F/D平/面，%E/D平/面F*， /

D，/%正*/D平/#%*%&定/
,
(
'('

,
&
'0'(/

,
(
'('

,
&

'0'(/
,
(

','
,
&

'('(/

,
(
'('

,
&
'('(%4!

图B

所以 D%/，平* >D平/%，@%& >,!

$*!,.!4!【解析】图】为圆台容器的纵

切图，圆 为内切于!#%正时金属球 为

的半径最大，设球为的半径为>，易得

#%%所. 由E， #正%(. 由E， %正 %

#%&3#正槡
& %0. （由E），由等面积法得

,
&
（#%3#正3%正）>%

,
&
#%·#正，解得>%

,. 由E，故金属球的最大半径为 ,. 由E!

图】

图B为图】为点高度的水平切面，圆

/、圆为,、圆为& 两两相切，此时可放最

多金属球，因为 >%,. 由E，所以 /为, %

/为& %为,为& %&. 由E，故得为,/为& %

4.以，则金属球最多可放
(4.以
4.以

%4 个!

图B

$+!/&!【解析】对于 <：设圆锥底面半



径为 >，母线为 ），则侧面积为
,
&

·

&!>·4%,-!，解得 >%(，则圆锥的高

为 ）&/>槡
& % 槡( ( ，故圆锥体积 D%

,
( !'(&'槡( ( %槡@ (!，故 <正确；

对于 ;：如图】，由于 ）%4%&>，所以

得#%为%4.&，内切球 为图与圆锥侧面和

底面分别切于点 正，为，易知!为为图%4

!正为图%， 故 内 切 球 半 径 >图%( ·

9:$ (.&%槡( ， 故 内 切 球 的 体 积 为

所
( !'（槡( ）

( %槡所 (!，故 ;错误；

图】

对于+：设外接球的半径为底，则底& %

（ 槡( (/底） &3(&，解得 底% 槡& ( ，所以该

圆锥 外 接 球 的 表 面 积 得 %所!'

（ 槡& ( ） & %所-!，故 +正确；

对于 故：过圆锥的顶点以及正方体的

一条体对角线作截面如图B所示，设

该圆锥的内接正方体的棱长为 "，则

由相似可得槡
& "
4

% 槡( (/"

槡( (
，解得 " %

槡@ &/槡4 ( ，故 故错误!

图B

图】

$,!对如

【解析】观察

几何体知，勒

洛四面体的

最大截面是

经过正四面

体 #%正*的任意三个顶点的平面截

勒洛四面体而得，勒洛四面体 #%正*



被平面 #%正截得的截面是正三角形

#%正及外面拼接上以各边为弦的三

个弓形，弓形弧是以正三角形 #%正

各顶点为圆心，边长为半径且圆心角

为 4.以的扇形弧，如图】所示，因此

截面 面 积 为 ( ' ,
&

'!
(

#%& /&'

槡(
所
#%& %&!/ 槡& ( ， 】 不 正 确， 对

正确；

由对称性知，勒洛四面体 #%正*内切

球球心是正四面体 #%正*的内切球、

外接球球心 为，如图B所示!

!!图B

正三角形 %正*外接圆半径 为,%%

槡& (
(

，正四面体 #%正*的高 #为, %

#%&/为,%槡
& % 槡& 4

(
， 设 正 四 面 体

#%正*的外接球半径为 底，在D9!%为为,

中， 底& % 槡& 4
(

/底( )
&

3 槡& (
(( )

&

， 解 得

底%槡4
&
，因此勒洛四面体 #%正*内切

球半径为 &/槡
4
&
，B不正确；

勒洛四面体能够容纳的最大球与勒

洛四面体的 所 个弧面都相切，即为勒

洛四面体内切球，所以勒洛四面体

#%正*能够容纳的最大球的半径为

&/槡
4
&
，如正确!

$$#所!平面的基本事实与推论

易错记

$%$!, 或 & 或 (

【解 析 】 如 图， 在 正 方 体 #%正*/



#,%,正,*, 中，

】##, ）#%%#，

##, ）#,%, %#,，

直线 #%，#,%, 与

##, 可以确定 ,

个 平 面 （ 平 面

#%%,#,）!

B##,）#%%#，##,）#,*, %#,，直线 #%，

##, 与 #,*, 可以确定 & 个平面 （平面

#%%,#, 和平面 #**,#,）!

对三条直线 #%，#*，##, 交于一点 #，它

们可以确定 ( 个平面（平面 #%正*，平面

#%%,#, 和平面 #**,#,）!

$%所!【证明】因为 *,，，，@三点不共线，

所以 *,，，，@三点确定一个平面 角!

由题意得，*,，2平面 ##,*,*，*#2平

面 ##,*,*，且直线 *,，，*#不平行，

如图!

分别延长 *,，与 *#相交于点 平，

所以 平又直线 *,，，所以 平又平面 角!

设直线*,@与*正的延长线交于点面，同

理得 面又平面 角!

又点 平，%，面均在平面 #%正*内，

且 ，是 ##, 的中点，##,$**,，

所以 #平%#*%#%，所以!#平%为等腰三

角形，

所以得#%平%所0以，同理得正%面%所0以!

所以得平%面%,-.以!

所以 平，%，面三点共线，且 平面2平面 角!

从而 %又角!

所以 *,，，，@，%四点共面!

题型诀

$%$!以!【解析】对于 <，因为共线的三

点可确定无数个平面，故 <错误；

对于 ;，若两个平面有一个公共点，那么

就有一条经过该点的公共直线，即交线，

该交线上有无数个公共点，故 ;错误；

对于 +，三条平行直线可能共面，也可能



有一条在另外两条确定的平面外，故 +

错误；

对于 故，当三条直线两两相交，三个交点

不重合时，三条直线共面，当三条直线两

两相交于同一个点时，这三条直线可能

在同一个平面内，也可能不共面，此时其

中任意两条直线都可确定一个平面，即

可确定三个平面，故 故正确!

故选 故!

$%所!'!【解析】由基本事实 &，可得】

正确!

由题意知 角，， 不重合，根据基本事实 (，

可得B正确!

若 ）5角，#又），则 #又角或 #0角，可得对

不正确!

若 #，%，正又角，#，%，正又，，如果 #，%，正不

共线，则 角与 ， 重合；如果 #，%，正共线，

则 角与 ， 可以相交，可得如不正确!

其中正确的个数为 &，故选 ;!

所%$!【证明】如图，】角）&%$，&），%"，

，"2&，$2&!

又直线 " 和$不平行，，直线 " 和$必相

交!

设 "）$%5，则 5又"，5又$!

】"2，，$2角，，5又角，5又，!

又 角），%由，，5又由，即直线 由经过点 5，

，直线 "，$，由三条直线必过同一点!

所%所!【证明】如图，因为 *面%,
所
#*，*平%

,
所
正*，所以平面%,

所
#正，且平面$#正!

又 ，@%,
&

#正，且 ，@$#正，所以 平面%

,
&
，@，且 平面$，@，



故 ，，@，平，面四点共面，且直线 ，面，@平

必相交于一点!

设 ，面）@平%/，因为 /又，面，，面2平面

#%*，所以 /又平面 #%*，同理 /又平

面 %正*!

而平面#%*）平面%正*%%*，故/又%*，

即直线 ，面，@平必相交于一点，且这个交

点在直线 %*上!

*%$!&! 【解析】 如

图， 在 空 间 四 边 形

#%正*中，点 ，，@分

别在边 #%，%正上，有

，又平面 #%正，@又平

面 #%正， 则 直 线

，@2平面 #%正，

同理，直线 平面2平面 #*正!因为 ，@，平面

能相交于点 5，即 5又，@，5又平面，因此

5又平面 #%正，5又平面 #*正!

而平面 #%正）平面 #*正%#正，于是有5又

#正，<不正确，+正确，故不正确!

又直线 #正与 %*没有公共点，即点 5不

在直线 %*上，;不正确!

故选 +!

*%所!（,）%*!（&）#正!【解析】 （,）若

，面）@平%5，!

那么点 5又平面 #%*，5又平面 %正*，

而平面 #%*）平面 %正*%%*，

所以 5又%*!即点 5在直线 %*上!

（&）若 ，@）平面%A，连接 #正，则点 A又平

面 #%正，A又平面 #正*，而平面#%正）平

面 #正*%#正，所以 A又#正!即点 A在直线

#正上!

*%*!【证明】因为 #%$正*，所以 #%，正*

确定平面 #%正*，因为 #%）角%，，所以

，又平面 #%正*，，又角!由基本事实 ( 可

知，，必在平面 #%正*与平面 角的交线

上!同理 @，平，面都在平面 #%正*与平面

角的交线上，因此 ，，@，平，面必在同一直

线上!

+%$!&!【解析】对于 <：根据基本事实

&，显然，选项 <中的直线 #%在平面 角

内，故 <不正确；

对于 ;：三条平行直线，可以共面，也可



以是其中一条直线平行于其他两条直线

确定的平面，故 ;不正确；

对于 +：根据基本事实 (，显然，如果两平

面有一个公共点，则一定有无数个公共

点，故 +正确；

对于 故：根据基本事实 ,，空间中不共线

的三点才能确定一个平面!故 故不正确!

+%所!以!【解析】由正

方体性质，选项 <，;，

+中，#，%，正，*四点

显然不共面!

对于 故选项，如图取 ，，@为正方体所在

棱的中点，依次连接 #*正，%@，

易知 #*正，%@为平面正六边形，所以 #，

%，正，*四点共面!

故选 故!

巩固练

$!'!【解析】<选如果两个平面有三个公

共点，那么这两个平面可能相交或重

合，所以该选项错误；

;选若其中任意三点共线，则该直线和

另外一点可确定一个平面，所以该选

项正确；

+选空间中，相交于同一点的三条直线

不一定在同一平面内，如三棱锥 5/

#%正，相交于同一点5的三条直线5#，

5%，5正不在同一平面内，所以该选项

错误；

故选三个不重合的平面最多可将空间分

成八个部分，如图，所以该选项错误!

故选 ;选

所!以!【解析】在选项 <，;，+中，由棱

柱、正六边形、中位线的性质，知均有

5得$A底，即在此三个图形中 5，A，底，得

四点共面，在 故选项中，易知 5得 不平

行于 A底，5得 与 A底异面!故选 故!

*!5又）!【解析】因为 32角，=2，，3）

=%5，所以 5又角且 5又，!又 角），%），



所以点 5在直线 ）上，所以 5又）!

+!（,）所!（&） 定!【解析】 （,）可以想象

三棱锥的 所 个顶点，它们总共确定 所

个平面!

（&）可以想象四棱锥的 0 个顶点，它们

总共确定 定 个平面!

,!【解】 （,）画法：连接 平#交 #,*, 于点

/，连接 平正交 正,*, 于点 在，连接 /在，

#正，则 /#，正在，/在，#正为指定平面与

正方体表面的交线!如图】所示!

（&）画法：连接 ，@并延长交 *正的延

长线于点 5，交 *#的延长线于点 A，

连接 *,5交 正正, 于点 /，连接 *,A交

##, 于点 在，连接 /@，在，，则 *,/，

/@，@，，，在，在*, 为指定平面与正方

体表面的交线!如图B所示!

图】 图B

为!&!【解析】选项 +中，角与 ， 有公共

点 #，则它们有过点 #的一条交线，而

不是点 #，故 +错!

］!以!【解析】连接 5为（图略），由基本事

实 ( 知5为是平面5#正和平面5%*的

交线，又在为平面5#正和平面5%*的

公共点，所以 5， 在，为三点共线，故 故

正确!同理，为，在，5，/四点共面，为，

在，/，*四点不共面，为，在，/三点不

共线，故 <，;，+错误!

故!如! 【解析】 连接 #正，#,正,，#为（图

略），#为是平面 #%,*, 和平面 ##,正,正

的交线，

】/又#,正，#,正2平面 ##,正,正，

， /又 平 面 ##,正,正， 又 /又 平

面 #%,*,，

，/又#为，即 #，/，为三点共线，

因此】B对中结论均正确，如中结论

不正确!

"!【证明】 （ ,）】#,正）平面 %*正, %为，

，为又#,正，为又平面 %*正,!



又】#,正2平面 #正正,#,，，为又平面

#正正,#,!】#正，%*交于点 /，

，/又#正，/又%*!

又#正2平面#正正,#,，%*2平面%*正,，

，/又平面 #正正,#,，/又平面 %*正,!

又 正,又平面 #正正,#,，正,又平面 %*正,，

，正,，为，/三点在平面 #正正,#, 与平

面 %*正, 的交线上，

，正,，为，/三点共线!

（&）连接 ，@，#,%，正*,!

】，为 #%的中点，@为 ##, 的中点，

，，@$%#,，

又】%正$#,*,，%正%#,*,，

，四边形 %正*,#, 是平行四边形，

，%#,$正*,!，，@$正*,，，，，@，正，*,

四点共面!

（(）】，@$正*,，，@，正*,，

，设 正，与 *,@交于一点 5，则 5又

正，，正，2平面 #%正*，

， 5又 平 面 #%正*， 同 理， 5又 平

面 #**,#,，

，5又平面#%正*）平面#**,#, %#*，

，直线 正，，*,@，*#三线交于一点 5，

即三线共点!

$·!/以!【解析】如图，连接 ，正,，@正,，

，@，#@，#，，取棱 ##, 的中点 F，连接

F*,，F@!

由题设，F@$*,正, 且 F@%*,正,，则四

边形 F@正,*, 为平行四边形，所以



F*,$@正, 且 F*, %@正,，!

又 ，是棱 **, 中点，故 #F$，*, 且

#F%，*,，则四边形 F#，*, 为平行四

边形，所以 F*,$#，且 F*, %#，，综

上，@正,$#，且 @正, %#，，故 @，正,，，，

#四点共面，<正确；连接 ，面，由过

直线外一点有且仅有一条直线与该

直线平行，且由 <知 @正,$#，，可知

不可能有 ，面$正,@，;错误；连接

面平，由 #又 平面 #%正*， #又 平面

，@正,，知 #又 平 面 ，@正, ） 平 面

#%正*，又 面平2平面#%正*，而#0面平，

故平面，@正,）平面 #%正*，面平，+错

误；连接 %*，@平，又 平，面分别是棱

#%，#*的中点，则 面平$%*且 面平%

,
&
%*，，，@分别是棱 **,，%%, 的中

点，则 ，@$%*且 ，@%%*，

所以 ，@$面平，即 ，，@，面，平四点共

面，且 面平%,
&
，@，故直线 ，面与直线

@平相交，故正确!故选 <故!

$$#*!空间中的平行关系

$$#*#$!平行直线与异面直线2

$$#*#所!直线与平面平行2

$$#*#*!平面与平面平行

易错记

$%$!-.以或 ,..以!【解析】由等角定理可

知，角%， 或角3，%,-.以，，，%-.以或 ,..以!

所%$!以!【解析】若直线 " 和 $共面，则

由题意可知 "$$；若 " 和 $不共面，则由

题意可知 " 与 $是异面直线!故选 故!

所%所!'! 【解析】 如

图，在长方体 #%正*/

#,%,正,*, 中， ##, 与

%正是异面直线，又 ##,$%%,，##,$**,，

显然 %%,）%正%%，**, 与 %正是异面直

线，故选 ;!

*%$!【解】 在棱 正,*, 上存在点 @，使

%,@$平面 #,%，，且 @为 正,*, 的中点!



证明如下：

如图所示，分别取 正,*, 和 正*的中点 @，

平，连 接 %,@， ，平， 正*,， @平， %平!因 为

#,*,$%,正,$%正，且 #,*, %%正，所以四边

形 #,%正*, 是平行四边形，因此 *,正$

#,%!又 ，，平分别为 *,*，正*的中点，所

以 ，平$*,正，从而 ，平$#,%!这说明 #,，

%，平，，四点共面，所以 %平2平面 #,%，!

因为四边形 正,正**, 与四边形 %,%正正,

都是正方形，@，平分别为 正,*, 和 正*的

中点，所以 @平$正,正$%,%，且 @平%正,正%

%,%!因此四边形 %,%平@是平行四边形，

所以 %,@$%平!而 %,@5平面 #,%，，

%平2平面 #,%，，故 %,@$平面 #,%，!

题型诀

$%$!&!【解析】因为空间中直线与直线

的位置关系分为异面和共面，其中共面

又分为相交与平行!故选 +!

$%所!以!【解析】展开图

还原为正方体，如图所

示!在正方体中，直线 #%

与 正*为异面直线，不垂

直，故选 故!

所%$!【证明】 （,）在正方形 #**,#, 中，

/，/, 分别为 #*，#,*, 的中点，

，#,/,6#/，

，四边形 #//,#, 是平行四边形，

，#,#6/,/!

又】#,#6%,%，，/,/6%,%，

，四边形 %%,/,/为平行四边形!

（&）由（,）知四边形 %%,/,/为平行四

边形，

，%,/,$%/!

同理可得四边形 正正,/,/ 为平行四

边形，

，正,/,$正/!

由平面几何知识可知，

得%/正和得%,/,正, 都是锐角!



，得%/正%得%,/,正,!

所%所!【证明】如图，连接 平，，@面!

因为 ，，平分别为 %正，#%的中点，

所以 平，$#正!

又因为 *@>@正%*面>面#%&>(，

所以 @面$#正，

从而 @面$平，，

故 ，，@，平，面四点共面!

又因为 平，%,
&
#正，@面%&

0
#正，

所以四边形 ，@面平为梯形!

设延长 平面，，@交于一点 为!

因为 为 在 平 面 #%* 内， 又 在 平 面

%正*内，

所以 为在这两个平面的交线上!

而这两个平面的交线是 %*，

且交线只有这一条，

所以点 为在直线 %*上!

所以 ，@，平面，%*交于一点!

*%$!【证明】如图

所示，连接 %,正，

设 %,正）%正, %为!

在三棱柱 #%正/

#,%,正, 中， 四 边

形 %正正,%, 为 平

行四边形，所以 为为 %,正的中点!

因为 ，，为分别为 #正，%,正的中点，

所以 #%,$，为!

又因 为 #%, 5 平 面 %，正,， ，为2平

面 %，正,，

所以 #%,$平面 %，正,!

+%$!【证明】如图，取 @为棱 5#的中点，

连接 ，@，%@，因为 ，为棱 5*的中点，所

以 ，@$#*，且 ，@%,
&
#*，



又因为 #*$%正，且 #*%&%正，所以 ，@$

%正，，@%%正，则四边形 ，@%正是平行四

边形，所以 正，$%@，

又因为 正，5平面 5#%，%@2平面 5#%，

所以 正，$平面 5#%!

,%$!/'&!【解析】连接 #正,，#,，，，*，

/在，，/，如图所示!由题意得，在为 #正,

的中点，又 ，是 %,正, 的中点，所以 ，在$

#%,!又 #%, 2 平面 #*%,，，在5 平面

#*%,，所以 ，在$平面 #*%,（提示：线面

平行的判定定理）!因为四边形 %正正,%,

是平行四边形，*，，分别为 %正，%,正, 的

中点，所以*，$%%,，*，%%%,，所以*，$

##,，*，%##,，所以四边形 #*，#, 是平行

四边形，所以 #,，$#*，又 #*2平面

#*%,，#,，5平面 #*%,，所以 #,，$平面

#*%,!又 #,，，，在2平面 #,，在，#,，）

，在%，，所以平面 #,，在$平面 #*%,（提

示：面面平行的判定定理），所以故正确!

而 ，@，#,/均与平面 #,，在相交，所以

，@，#,/均与平面 #*%, 相交，<，;都不

正确!又 /在与 #正平行， #正与平面

#*%, 相交，所以 /在与平面 #*%, 也相

交，且 /在2平面 ，/在，所以 +不正确!

故选 <;+!

,%所!【证明】（,）如图，连接 得%!

】，，平分别是 %正，

得正的中点，

，，平$得%!

又 】 得%2 平 面

%**,%,， ，平5 平

面 %**,%,，

，，平$平面 %**,%,!

（&）连接 得*!】@，平分别是 *正，得正的中

点，，@平$得*!

又】 得*2 平 面 %**,%,， @平5 平 面



%**,%,，，@平$平面 %**,%,!

又 ，平2平面 ，@平，@平2平面 ，@平，，平）

@平%平，

，平面 ，@平$平面 %**,%,!

为%$!【证明】（,）取 5%中点 平，连接 @平，

，平，如图所示!

因为点 平，@分别为 5%，5正的中点，

所以 @平$%正，@平%,
&
%正!

因为四边形 #%正*为长方形，所以 %正$

#*，且 %正%#*，

又 ，为 #*的中点，所以 *，$@平，*，%

@平，所以四边形 *，平@为平行四边形，

所以 *@$平，!因为 *@5平面 5%，，平，2

平面 5%，，所以 *@$平面 5%，!

（&）由（,）知 *@$平面 5%，，又 *@2平

面 5*正，平面 5*正）平面 5%，%），所以

*@$）!

］%$!以!【解析】】平面 %正正,%,$平面

#**,#,，平面 %正正,%, ）平面 *,，%@%

%@，平面 #**,#,）平面 *,，%@%*,，，

，*,，$%@!

同理可得 %，$*,@，，四边形 *,，%@为

平行四边形!

当，，@分别为 ##,，正正, 的中点时，*,，%

*,@，此时四边形 *,，%@为菱形，但不是

正方形；

当 ，，@分别与 #，正,（或 #,，正）重合时，

*,，,*,@，此时四边形 *,，%@为矩形，

但不是正方形；

其他情况下，四边形 *,，%@为普通的平

行四边形!

综上所述， 四边形 *,，%@为平行四

边形!

故选 故!

故%$!【证明】如图，取 正*的中点 @，连接

@/，@在!



因为 /，在分别是 5正，#%的中点，

所以 /@$5*，在@$#*!因为 5*）#*%

*，/@）在@%@，且 5*，#*2平面 5#*，

/@，在@2平面 /在@，

所以平面 5#*$平面 /在@，因为 /在2平

面 /在@（提示：面面平行的性质），所以

/在$平面 5#*!

故%所!【证明】如图，作 /5$%%, 交 %正于

点 5，连接 在5!

】/5$%%,，，
正/
/%,

%正5
5%

!

】%*%%,正，*在%正/，，%,/%%在，

，
正/
/%,

%*在
在%

，

，
正5
5%

%*在
在%

，

，在5$正*$#%!

】在55平面 ##,%,%，#%2平面 ##,%,%，

，在5$平面 ##,%,%!

】/5$%%,，/55平面 ##,%,%，%%,2平

面 ##,%,%，

，/5$平面 ##,%,%!

】/52平面 /在5，在52 平面 /在5，

/5）在5%5，

，平面 /在5$平面 ##,%,%!

又】/在2平面 /在5，

，/在$平面 ##,%,%!

"%$!
所槡(
@

!【解析】##图，%%图相交于点 为，

##图，%%图确定的平面与平面 角、平面 ， 的

交线分别为 #%，#图%图，平面 角$平面 ，，所

以#%$#图%图，又为#>为#图%( >&，所以
为#
为#图

%

#%
#图%图

%(
&
!同理可得 #正$#图正图，

#正
#图正图

%(
&
，

%正$%图正图，
%正
%图正图

% (
&
， 所 以 !#%正3

!#图%图正图，
得!#%正

得!#图%图正图

%@
所
，

又 得!#%正%
,
&
#%·#正"#$得%#正%,

&
'&'



&'槡
(
&

%槡( ，所以 得!#图%图正图%
槡所 (
@

!

$·%$!【解】（,）存在实数'%& 满足5@%

'@正，使得 %@$平面 5*，!

证明如下：取 *正上一点 平，满足 *平%

&平正，连接 平@，平%，%@!

因为 5@%&@正，所以 平@$5*，

因为 平@5平面 5*，，5*2平面 5*，，所

以 平@$平面 5*，!

因为底面 #%正*是正方形，且 &#，%，%，

所以*平6%，，

所以四边形 ，%平*为平行四边形，所以

%平$，*，

因为 %平5平面 5*，，，*2平面 5*，，所

以 %平$平面 5*，!

又因为 %平）平@%平，且 %平2平面 %平@，

平@2 平面 %平@， 所以平面 %平@$平

面 5*，!

又因为 %@2平面 %平@，所以 %@$平

面 5*，!

（&）连 %*，，@，*@，已知 D5/*，@%D@/5*，，

因为 %@$平面 5*，，

所以 D@/5*，%D%/5*，，

又因为正四棱锥的高为 ,，底面边长为

&，所以 D%/5*，%D5/%*，%
,
(
','

,
&

'所
(

'

&%
所
@
!

$·%所!【解】 （,）在

正 方 体 #%正*/

#,%,正,*, 中，连接

#正,，如图!则 #%$

正,*, 且 #% %

正,*,，即四边形 #%正,*, 为平行四边形，

有 得7#%正,*,
%&得!#%正,

!

三棱锥 ，/#%正, 的体积 D，/#%正,
%D#/%正,，

%

,
(
得!%正,，

·#%%,
( ( ,

&
%正·正,，) ·

#%%,
4
'&','&%

&
(
，



所以四棱锥 ，/#%正,*, 的体积 D，/#%正,*,
%

&D，/#%正,
%所

(
!

（&）取棱 **, 的中

点 @，连接 #@，正@，

#正，则 @正，@#，正#

就是所要作的线，

如图所示!

理由：在正方体 #%正*/#,%,正,*, 中，连

接 ，@，

因为，是正正, 的中点，@为**, 的中点，

所以 ，@$正*$%#，且 ，@%正*%%#!

则四边形 #%，@是平行四边形，

所以#@$%，!

而 %，2平面 %*,，，#@5平面 %*,，，因

此 #@$平面 %*,，!

又 @*,$正，，@*, %正，，

所以四边形 正，*,@为平行四边形，

则 正@$，*,!

又 ，*,2平面 %*,，，正@5平面 %*,，，于

是有 正@$平面 %*,，!

又 正@）#@%@，正@，#@2平面 #@正，所以

平面 #@正$平面 %*,，，所以 @正，@#，正#

就是所要作的线!

巩固练

$!'!【解析】连接 %*，，@，面平（图略）!

】四边形 #%正*是空间四边形，，，@

分别是 #%，#*的中点，

，，@为三角形 #%*的中位线，

，，@$%*且 ，@%,
&
%*!

又】正平%,
(
%正，正面%,

(
*正，

，!正面平3!正*%，且 面平$%*，

，面平%,
(
%*!

，在四边形 ，@面平中，，@$面平，

即 ，，@，平，面四点共面，且 ，@，面平，

，四边形 ，@面平是梯形，

，直线 @面与直线 ，平相交!故选 ;!

所!以!【解析】对于 <，当 角），%），）$"，

"5角且 "5， 时，满足 角，， 都平行于

直线 "，但不能推出 角$，；

对于 ;，当 角），%$，且在 角内直线 $



一侧有两个点，另一侧有一个点，当三

点到 ， 的距离相等时，不能推出 角$，；

对于 +，当 ）与 3平行时，不能推出

角$，；

对于 故，若 ）$角，）$，，则存在过直线 ）

的平面 &，使得 &）角%）,，&），%）&，于

是得 ）,$）$）&，）,5，，）&2，，则 ）,$，，

若 3$角，3$，，则存在过直线 3的平

面 面，使得 面）角%3,，面），%3&，于是得

3,$3$3&，3,5，，3&2，，则3,$，，

又），3是两条异面直线，则）,，3, 是平

面 角内的两条相交直线，所以 角$，!故

选 故!

*!&!【解析】如图，由

条 件 知， ，@$ %*，

，@%,
0
%*，面平$%*，

且 面平%,
&
%*，

所以 ，@$面平，且 ，@%&
0
面平，所以四边

形 ，@平面为梯形，，@$%*，，@5平面

%正*，%*2平面 %正*，所以 ，@$平面

%正*!若 ，面$平面 #*正，则 ，面$@平，显

然 ，面不平行于 @平，所以 ，面不平行

于平面 #*正!故选 +!

+!所.&或 ,所.&! 【解析】 空间两个角

得#%正和得#图%图正图，因为 #%$#图%图，%正$

%图正图且得#%正%所.&，则得#图%图正图%所.&

或得#图%图正图%,-.&/所.&%,所.&!

,!,!【解析】如图，

连 接 %正,， 设

%正,） %,正 %

，，连接*，，则 *，

是平面 #,%正, 与

平面 %,正*的交线!

】#,%$平面 %,正*，#,%2平面 #,%正,，

，#,%$*，!

】四边形 %正正,%, 是菱形，

，，为 %正, 的中点，

，*为 #,正, 的中点，

，#,* >*正, %,!

为!（,） 【证明】连接 正,平并延长交 #,%,

于点 在，连接 %在，正/，%平，如图!



在直三棱柱 #%正/#,%,正, 中，点 平为

!#,%,正, 的重心，所以 正,在$正/!!

又 正,在5 平 面 #,正/， 正/ 2 平

面 #,正/，

所以 正,在$平面 #,正/!

因为 #,在$%/，#,在%%/，所以四边形

%/#,在是平行四边形，所以%在$#,/!

又 %在5 平 面 #,正/， #,/2 平 面

#,正/，所以 %在$平面 #,正/!

又 %在）正,在%在，所以平面 %平在$平

面 #,正/!

又 %平2 平 面 %平在， 所 以 %平$平

面 #,正/!

（&）【解】由（,）知 %平$平面 #,正/，

所以 D平/#,/正%D%/#,/正%D#,/%/正，

三棱锥 #,/%/正的高 #,#%&，

得!%/正%
,
&
%/·#正%,

&
','&%,，

所以 D平/#,/正
%D#,/%/正

%,
(

##, ·得!%/正%

,
(
'&',%

&
(
!

］!'!【解析】如图，在正方体中，取 ，，

@，平，面，F分别是 正*，**,，#,*,，#,%,，

%%, 的中点!

因为 在为 %正的中点，所以 %*$，在，

又#,%$*,正，，@$*,正，则#,%$，@!

由 %*2平面 #,%*，，在5平面 #,%*，

则 ，在$平面 #,%*，同理可得 ，@$平

面 #,%*，



由 ，在） ，@%，， ，在， ，@2 平 面

，@平面F在， 故 平 面 ，@平面F在 $ 平

面 #,%*，

所以平面 ，@平面F在中的直线平行于平

面 #,%*，

由 /在$平面 #,%*且点 /在平面

*正正,*, 内运动，得 /在直线 ，@上运

动，要使 /在最小，只需 /在,，@，延

长 ，@，正,正交于 H，连接 在H，故只需求

出!，在H底边 ，H上的高即可，由已

知可得 正，%正H%正在%,，则!，在H是

边长为槡&的等边三角形，所以底边 ，H

上的高为槡
4
&
，即线段 /在的最小值为

槡4
&
!故选 ;!

故!
@
&
!【解析】如图，作 /面,正*,，垂足

为 面，由面面平行的性质知截面与平

面 #%, 的交线 /在$*,正，又 /是棱

##, 的中点，所以 在是棱 #%的中点，

连接 正在，所以截面 正*,/在是等腰梯

形，因为正方体的棱长为 &，所以 /在%

槡& ，正*, %&槡& ，/*, %槡0 ，所以等腰梯

形/在正*, 的高/面%(槡&
&

!所以截面面

积 得%槡
&3&槡&
&

'(槡&
&

%@
&
!

"!【证明】 （ ,） 如图，连接 @平!】#，%

%,平%,，且正方体 #%正*/#,%,正,*, 的

棱长为 (，

，%平%#,，%&，

，%平6#,，，，四边形 %平#,，是平行



四边形，，#,平6%，!

又】正,@6%,平，

，四边形 正,@平%, 是平行四边形!

，@平6正,%,6*,#,，

，四边形 #,平@*, 是平行四边形!

，#,平6*,@，，*,@6%，，

，四边形 %，*,@是平行四边形，故 ，，

%，@，*, 四点共面!

（&）】面是 %,正, 的中点，，%,面%(
&
!

又 %,平%,，

，
%,平
%,面

%&
(
!

又
@正
%正

%&
(
，且得@正%%得平%,面%@.&，

，!%,面平3!正%@，

，得%,平面%得正@%%得@%平!

，面平$@%!

又由（,）知，#,平$%，，且 面平）#,平%平，

@%）%，%%，

，平面 #,平面$平面 %，*,@!

$·!/'!【解析】对于 <，因为平面角$平

面 ，，正*2，，所以 正*$角，故 <正确；

对于 ;，设由 5正与 5*所确定的平

面为 &，因为平面 角$平面 ，，平面

角）平面&%#%，平面 ，）平面 &%正*，

所以 #%$正*，所以
5#
5正

%#%
正*

，即
&

&3#正
%

,
(
，解得 #正%所，故 ;正确；

对于 +，若 5%%,，则 5%3#%%5#，这

与三角形三边关系定理相矛盾，故 +

错误；

对于 故，若
5#
5%

%#%
正*

，则
5#
#%

%5%
正*

，而由

#%$正*得
5#
#%

%5正
正*

，但 5%与 5正长度

关系不确定，故 故错误!

故选 <;!

$$!/&以!【解析】对于 <选项，取线段

%%, 的中点 平，连接 #,平，，平，%,*,，

%,，，如图所示!

因为在正方体 #%正*/#,%,正,*, 中，

##,$%%, 且 ##, %%%,，

@，平分别为 ##,，%%, 的中点，所以



#,@$%平且 #,@%%平，

所以四边形 #,@%平为平行四边形，

所以 %@$#,平，

同理可得 *,，$#,平，故 *,，$%@，

因为 *,，5平面 %*@，%@2平面

%*@，所以 *,，$平面 %*@，

同理可证 %,，$平面 %*@，

因为 %,，）*,，%，，%,，，*,，2平面

%,*,，，所以平面 %,*,，$平面 %*@，

因为 %,/2平面 %,*,，，所以 %,/$

平面 %*@，故 <正确；

对于 ;选项，取线段 **, 的中点 面，

连接 #,面，平面，

因为在正方体 #%正*/#,%,正,*, 中，

##,$**, 且 ##, %**,，

@，面分别为 ##,，**, 的中点，所以

#,@$*面且 #,@%*面，

所以四边形 #,@*面为平行四边形，

所以 #,面$*@，

又 #,面5平面 %*@，*@2平面 %*@，

所以 #,面$平面 %*@，

同理可证 #,平$平面 %*@，

因为 #,面）#,平%#,，#,平，#,面2平面

#,平面，所以平面 #,平面$平面 %*@，

对于任意过点 #, 且在平面 #,平面内

的直线 ），满足 ）$平面 %*@，

但 #,/5平面 #,平面，所以 #,/与平

面 %*@不平行，故 ;错误；

对于 +选项，连接 正平，@平，

因为在正方体 #%正*/#,%,正,*, 中，

##,$%%, 且 ##, %%%,，

@，平分别为##,，%%, 的中点，则#@$

%平且 #@%%平，

所以四边形 #%平@为平行四边形，所

以 @平$#%且 @平%#%，

因为 #%$正*且 #%%正*，所以 @平$

正*且 @平%正*，

所以四边形 正*@平为平行四边形，故



*@$正平，同理可证 %,，$正平，则 %,，$

*@，!

故当点 /与点 ，重合时，%,/$*@，

故 +正确；

对于 故选项（提示：利用反证法），假

设存在点 /，使得直线 #,/与直线

%@共面，则 #,，%，@，/四点共面，

即点 /又平面 #,%@，事实上，点 /0

平面 #,%@，

所以假设不成立，故对任意的点 /，

直线 #,/ 与直线 %@异面， 故 故

正确!

故选 <+故选

$$#+!空间中的垂直关系

$$#+#$!直线与平面垂直

题型诀

$%$!槡
0
,.

!【解析】如图，在棱 正正, 上取一

点 面，使得 正正, %所正面，取 正正, 的中点 平，

连接 %平，面@，*面，#@!由于 平，，分别是棱

正正,，%%, 的中点，所以%，%正,平，%，$正,平，

故四边形 %平正,，

为平行四边形，所

以 正,，$%平，

又因为 @，面分别

是%正，正平的中点，

所以 面@$%平，所

以 面@$正,，，则异面直线 *@与 正,，的夹

角是得*@面或其补角!

设 #%%所，则 正@%&，正面%,，#*%&!

所 以 面@% 正@&3正面槡
& %槡0 ， *面%

#正&3（#*/正面）槡
& %槡,定 ，

#@% #%&/%@槡
& %&槡(，*@% #@&3#*槡

& %所，

故 由2"得*@面%,4
30/,定

&'所'槡0
%槡0
,.

，

故异面直线 *@与 正,，的夹角的余弦值

是槡
0
,.

!

$%所!4.是!【解析】如图，设 平为 #正的中

点，连接 ，平，@平!】，，@分别是 #%，正*

的中点，



， ，平$%正， ，平%

,
&
%正%,，@平$#*，

@平% ,
&
#* % ,，

，得，平@为异面直

线 #*与 %正所成的角（或其补角）!又

，@%槡(，

，在!，平@中，由2"得，平@%,
3,/(

&',',
%/,

&
，

，得，平@%,&.&，即异面直线 #*与 %正

所成角的大小为 4.&!

所%$!&以!【解析】根据线面垂直的判定

定理可知当平面 角内有两条相交直线都

与 ）垂直时，直线 ）与平面 角垂直!故

选 +故!

所%所!/!【解析】对于 <，依题意 ##图,平

面 #%正，%正2平面 #%正，所以 ##图,%正，

又 #%是底面圆的直径，所以 %正,#正，

##图）#正%#，##图，#正2平面 ##图正，所以

%正,平面##图正，故<正确；

对于 ;，显然 %正与 #%不垂直，则 %正不

可能垂直于平面 #图#%，故 ;错误；

对于 +，显然 #正与 #图正不垂直，则 #正不

可能垂直于平面 #图%正，故 +错误；

对于 故，显然 #正与 #%不垂直，则 #正不

可能垂直于平面 #图#%，故 故错误!

故选 <!

所%*!【证明】 因为得%#正%@.&，所以

#%,#正，又因为侧面 #%%,#, 是正方形，

所以 #%,##,，因为 #正）##, %#，#正，

##,2平 面 #正正,#,， 所 以 #%, 平 面

#正正,#,，而 正,#2平面 #正正,#,，则 #%,

正,#!因为四边形 #正正,#, 为正方形，所以

#正,,#,正!又 #,%, $#%，所以 #,%, ,

正,#，又 #,%,）#,正%#,，#,%,，#,正2平面

#,%,正，所以 正,#,平面 #,%,正!

*%$!【证明】连接 %正, 与 %,正相交于点

*，如图所示!



在直三棱柱 #%正/#,%,正, 中，%%,,平面

#%正，#%2平面 #%正，所以 %%, ,#%!又

#%,%正，%正）%%, %%，%正，%%, 2平面

%%,正,正，所以 #%,平面 %%,正,正!又因为

%,正2平面 %%,正,正，所以 #%,%,正!因为

%正%正正,，所以四边形 %正正,%, 为菱形，

所以 %,正,%正,，又因为 #%）%正, %%，且

#%，%正, 2平面 #%正,，所以 %,正,平面

#%正,，又因为 #正, 2平面 #%正,，所以

%,正,#正,!

+%$!以!【解析】

如图，过点 #作

#面, 平面 为%正

于 点 面， 连 接

为面，则得#为面为

直线 为#与平面

为%正所成的角 "!

分别作 面，,为%交 为%于点 ，，面@,为正

交 为正于点 @，

连接 #，，#@!

因为 #面,平面 为%正，为%2平面 为%正，

所以 #面,为%!

因为 #面）面，%面，#面，面，2平面 #，面，

所以 为%,平面 #，面!

而 #，2平面 #，面，

所以 #，,为%，同理 #@,为正!

因 为 得#为%%得#为正%4.&， 得为，#%

得为@#%@.以，为#%为#，

所以!为，#4!为@#，

所以 #，%#@，为，%为@!

所以，面%@面，则为面为得%为正的平分线，

由得%为正%4.&，可得得，为面%(.&!

令 面，%"，则 为面%&"，为，%槡( "，

在D9!#为，中，因为得#为%%4.&，

所以 为#%槡
( "

由2"4.&
%&槡( "，

故在 D9!#为面中，

由2"得#为面%为面
为#

% &"
&槡( "

%槡(
(
，

即 由2""%槡
(
(
!故选 故!

+%所!（,）【证明】如图，取**, 的中点/，

连接 /#，/@，则 /@$*正$#，，且 /@%



,
&
*正%#，，所以

四边形 #，@/是

平行四边形，所

以 ，@$#/!

又 #/ 2 平 面 #**,#,， ，@ 5 平

面 #**,#,，

所以 ，@$平面 #**,#,!

（&） 【解 】 因 为 ，@$#/， #*, 平 面

正**,正,，所以得#/*与直线 ，@和平面

正**,正, 所成的角相等!设正方体的棱长

为 ,，在D9!#/*中，有"#$得#/*%#*
#/

%

&槡0
0

，所以直线 ，@和平面 正**,正, 所成

角的正弦值为
&槡0
0

!

,%$!（,） 【证明】取棱

%正上靠近 %的三等

分点 /,，连接 //,，

%,/,，如图，又 /为棱

#正上靠近 #的三等分

点，在为棱 #,%, 上靠

近 #, 的三等分点，

，//,6
&
(
#%，在%,6

&
(
#%，

，//,$在%,，且 //, %在%,!

，四边形 //,%,在是平行四边形，

，/在$%,/,!

又/在5平面%%,正,正，%,/,2平面%%,正,正，

，/在$平面 %%,正,正!

（&）【解】由直三棱柱的性质及得#%正%

@.以，可知 %,在,平面 %%,正,正，又 正,*2

平面 %%,正,正，，%,在,正,*!

，当 正,*,%,/, 时，正,*,平面 %,/在，

】%,/,,正,*，

，得%%,/,3得%,*正, %@.以!

又得%,正,*3得%,*正, %@.以，

，得%,正,*%得%%,/,!

又 9:$得%%,/, %
%/,

%%,

%

,
(
(

%,
@
，



，9:$得%,正,*%
%,*
%,正,

%
%,*
,

%,
@
，

，%,*%,
@
，即 %%, 上存在点 *使得

正,*,平面 %,/在!

,%所!（,）【证明】如图，连接 #正交 %*于

点 平，连接 ，平!

由 #%$正*，*正%,，#%%&，

得!#%平3!正*平，则
#平
正平

%#%
正*

%&!

由 5，%,
(
5#，得

#，
，5

%&!

在!5#正中，由
#，
，5

%#平
平正

，得 ，平$5正!

因为 ，平2平面 ，%*，5正5平面 ，%*，

所以 5正$平面 ，%*!

（&）【解】作#@,5*，垂足为@，@点即为

所求!

因为 5#,平面 #%正*，*正2平面 #%正*，

所以 5#,*正!

又 #%$正*，#%,#*，所以 *正,#*!

因为 #*）5#%#，#*，5#2平面 5#*，

所以 *正,平面 5#*!

由 #@2平面 5#*，得 *正,#@!

又 *正）5*%*，5*，*正2平面 5正*，

所以 #@,平面 5正*!

由 5#%槡( ，#*%,，5#,#*，得 5*%&!又

5*·#@%#*·#5，所以 #@%槡(
&
!

故在 D9!#@5中，5@% #5&/#@槡
& %(

&
!

故在侧棱 5*上存在点 @，使得 #@,

5正*，5@%(
&
!



巩固练

$!/!【解析】对于】，过不在一条直线

上的三个点，有且只有一个平面，过共

线的三个点有无数个平面，故】是假

命题；对于B，垂直于同一直线的两条

直线有可能平行、相交或异面，故B是

假命题；对于对，一个平面内有两条直

线与另一个平面平行，则这两个平面

有可能平行或相交，故对是假命题；对

于如，由线面垂直的性质定理得，垂直

于同一平面的两条直线平行，故如是

真命题!故选 <!

所!以!【解析】当 "$角时，"%.&；当 ",角

时，"%@.&；当 " 和 角斜交时，"的取值

范围是｛"A.&)")@.&｝!综上，"的取值

范围是｛"A.&所"所@.&｝!

*!'!【解析】对于】，若 ）$3，3$=， 又

）,角， 则 =,角， 故】正确!对于B，若

3,角，=,角，所以 3$=， 由于 ）$3，则

）$=， 故B正确!对于对，若 ）$角，）,3，

所以3$角或32角或3与角相交， 故

对错误!故选 ;!

+!&! 【解析】因为四边形 #%正*是菱

形，所以 %*,#正!又因为 /正,平面

#%正*，所以 %*,/正!因为 #正）/正%

正，#正，/正2平面 #/正，所以 %*,平

面 #/正!又因为 /#2平面 #/正，所以

/#,%*!显然直线 /#与直线 %*不

相交!故选 +!

,!'! 【解析】 如图，在直棱柱 #%正/

#,%,正, 中，连接 %@，因为 ，为 %正的

中点，@为 %,正, 的中点，所以 正,@$

%，，正,@%%，，

则四边形 %，正,@为平行四边形，即有

%@$正,，，因此得#@%是异面直线 #@

与 正,，所成角（或其补角）!

因为 %%,,平面 #%正，#%2平面 #%正，



所以 #%,%%,!又 #%,%正，%%,）%正%

%，%%,，%正2平面 %正正,%,，

所以 #%,平面 %正正,%,!因为 %@2平

面 %正正,%,，所以 #%,%@!令#%%&，则

%@%槡0 ，#@%(，

所以异面直线 #@与 正,，所成角的正

弦值为 "#$得#@%%#%
#@

%&
(
!故选 ;!

为!】B对! 【解析】如

图，连接 #正!由题意

知 5#, 平面 #%正，

%正2平面 #%正，

，5#,%正!又 #正,

%正，5#）#正%#，5#，#正2平面 5#正，

，%正,平面 5#正!】#@2平面 5#正，

，%正,#@!又】#@,5正，%正）5正%正，

%正，5正2平面5%正，，#@,平面5%正!

】5%2平面 5%正，，#@,5%!又 #，,

5%，#，）#@%#，#，，#@2平面 #，@，

，5%,平面 #，@!】，@2平面 #，@，

，5%,，@!

又#@与#，不平行且相交，，#，与平

面 5%正不垂直!故】B对正确!

］!
&槡&
(

!【解析】取正三角形 #%正的中心

为 为，连接 #为并延长交 %正于 *，连接

5*，5为，则 *为 %正的中点，5为,平面

#%正，则得5#为为直线 5#和平面 #%正

所成的角!在 D9!5%*中，5%%(，

%*%槡(
&
，%*,5*，则 5*%槡((

&
，在

D9!5为*中，5*%槡((
&

，为*%,
(
'槡(
&
'

槡( %,
&
，因为 5为,平面 #%正，为*2平

面 #%正， 所 以 为*, 5为， 则 5为%

槡((
&( )

&

/ ,
&( )槡

&

% & 槡& ， 则

"#$得5#为%5为
5#

%&槡&
(

，即直线 5#和平

面 #%正所成的角的正弦值为
&槡&
(

!



故!（ ,） 【证明】 因为 %#%%正，*#%*正，

%*%%*，所以!#%*4!正%*，所以

得#%*%得正%*%4.&，则 %*,#正!因

为 5#,平面 #%正*，%*2平面 #%正*，

所以 %*,5#，又因为 #正）5#%#，#正，

5#2平面 #5正，所以 %*,平面 #5正!

（&）【解】因为%*,平面#5正，5正2平面

#5正，所以 5正,%*!若 5正,平面 %平*，

由 %平2平面 %平*，得 %平,5正，因为

#%%%正%&，得#%正%,&.&，由余弦定理可

得 #正% #%&3%正&/&#%·%正由2",&.槡 &%

&&3&&/&'&&'/,
&( )槡 %&槡(!因 为

5#,平面#%正*，#%，#正2平面#%正*，

则 5#, #正， 5#, #%， 所 以 5正%

5#&3#正槡
& % (3槡 ,& %槡,0 ， 5%%

5#&3#%槡
& % (3槡 所 %槡定!在 !5%正

中，5%%槡定 ，%正%&，5正%槡,0 ，所以

由2"得5正%%5正
&3%正&/5%&

&5正·%正
% ,03所/定
&'槡,0'&

%

槡,0
0

，所以 正平%%正由2"得5正%%& '

槡,0
0

%&槡,0
0

，所以 5平%5正/正平%

槡,0/
&槡,0

0
%(槡,0

0
，则

5平
平正

%(
&
!因

此，若 平点满足 5正,平面 %平*，则

5平
平正

%(
&
!

"!&!【解析】】%正2平面 #%正，）,平面

#%正，，%正,）!又 %正,正#，正#与 ）有交

点#，，%正,平面 #正5!】正52平面

#正5，，%正,正5，，得5正%%@.&!故

选 +!

$·!&! 【解析】 因为得#得%%得#得正%

4.&，得#%得%%得正，

所以!#得%与!得#正都是等边三角

形，所以 #%%#正!



如图所示，取 %正

的中 点 *， 连 接

#*， 得*， 则 #*,

%正!设 得#%"，则

在 D9!得%正中，

%正%槡& "，正*%得*%槡&
&
"!

在 D9!#*正中，#*% #正&/正*槡
& %

槡&
&
"，

则 #*&3得*& %得#&，所以 #*,得*!

又因为 %正） 得*%*，%正， 得*2平

面 得%正，

所以 #*,平面 得%正!

则得#得*即为直线#得 与平面 得%正所

成的角!

在 D9!#得*中，得*%#*%槡&
&
"，

所以得#得*%所0&，即直线 #得 与平面

得%正所成的角为 所0&!

$$!
,
&
!【解析】当 #%,,平面 正,*@时，

#%, , *@， 又 在 直 三 棱 柱 #%正/

#,%,正, 中，##,,#,%,，则D9!##,%,3

D9!*，%,，故得%,##, %得@*%,!所以

9:$得%,##, %9:$得@*%,，即
%,#,

##,

%

%,@
%,*

，!

所以 %,@%
%,#,·%,*

##,

%
槡&'
槡&
&

&
%,

&
!

$所!（,）【证明】如图，连接 ，@，由题意可

知，5%%%正%#*%4，5，%正，%正*/

*，%@，在!5%@中，5@&3%@& %5%&，

所以 5@,%@!作 ，面,#%于点 面，由

勾股定理得，@%槡4, ，

在!5，@中，，@& 35@& %5，&，所以

5@,，@，

因为 %@），@%@，%@2平面 #%，*，

，@2平面 #%，*，

所以 5@,平面 #%，*!

（&）【解】连接 #，，由（,）知 5@,平

面#%，*，



所以 5@为三棱锥 5/#%，的高!

设点 #到平面 5%，的距离为 2，

D9!5，%的面积 得, %
,
&

'4'@%&定，

!#%，的面积 得& %
,
&
',&'4%(4，

因为 D#/5%，%D5/#%，，所以
,
(

得, ·2 %

,
(
得&·5@，解得 2% 槡- 0

(
，

即点 #到平面 5%，的距离为 槡- 0
(

!

$*!/'以!【解析】如图，设 #正交 %*于

点 /，连接 ，/!

因为四边形 #%正*是正方形，所以 /

为 #正的中点!

又因为 5正$平面 %*，，5正2平面

#5正，且平面 #5正）平面 %*，%，/，

所以 5正$，/，所以 ，为 5#的中点，

故 <正确!

由 5#, 底 面 #%正*， %*2 底 面

#%正*，所以 5#,%*，

又因为 #正,%*，#正）5#%#，#正，

5#2平面 5#正，

所以 %*,平面 5#正，故 ;正确!

因为 #%$正*，所以 5%与 正*所成的

角即 5%与 #%所成的角，由 5#%#%

知得#%5%!
所
，故 +错误!

因为 D正/%*，%D，/%正*%,
(
·得!%正*·，#，

D5/#%正*%
,
(
·得#%正*·5#，

又因为 得!%正*%
,
&
得四边形#%正*，5#%&，#，



所以
D正/%*，

D5/#%正*

% ,
所
， 故 故 正 确!故

选 <;故!

$+!'以!【解析】分别取 /底，为*的中点

，，@，连接 #@!

因为 /，在，底分别是 为#，%正，#*的中

点，所以 /底$为*，在底$正*，

因为 /底5 平面 为正*，为*2 平面

为正*，在底5 平 面 为正*， 正*2 平 面

为正*，所以 /底$平面 为正*，在底$平

面 为正*!

因为 /底）在底%底，所以平面 /在底$

平面 为正*!

因为 /底$为*，/底，为*的中点分别为

，，@，

所以 #@过点 ，!

因为为#%#*，所以#@,为*，#@,/底!

因为为#,底面#%正*，正*2底面#%正*，

所以 为#,正*!

因为 正*,#*，为#）#*%#，5#，#*2

平面 为#*，

所以 正*,平面 为#*!

因为 #@2平面 为#*，所以 正*,#@!

因为 正*）为*%*，正*，为*2平面

为正*，所以 #@,平面 为正*!

因为平面 /在底$平面 为正*，所以

#@,平面 /在底，

所以 ，@是两平面 /在底，为正*的公垂

线，，@的长是两平面间的距离，

因为 为#%#*%所，为#,#*，所以 #@%

&槡& ，所以 ，@%槡& ，

所以平面 /在底与平面 为正*的距离

为槡& ，点 在与平面 为正*的距离为

槡& ，直线 /在与平面 为正*的距离为

槡& ，点 /与平面 为正*的距离为槡& ，

故选 ;故!



$$#+#所!平面与平面垂直

易错记

$%$!/!【解析】对于 <，取 #正的中点

为，连接 为%，为5，如图，因为得#%正%@.&，

所以 为#%为%%为正!

因为 5#%5正，所以 5为,#正，所以 5为& 3

为#& %5#&!

因为 5#%5%%5正，所以 5为&3为%& %5%&，

所以 5为,为%!

因为 #正）为%%为，#正，为%2平面 #%正，

所以 5为,平面 #%正!

因为 5为2平面 5#正，所以平面 5#正,平

面 #%正，所以 <正确!

对于 +，假设 5%,平面 #%正，则由 5为,

平面 #%正，可得过平面 #%正外一点 5有

两条直线与平面 #%正垂直，这与过平面

外一点只有一条直线与此平面垂直相矛

盾，所以 +错误!

对于 故，假设 %正,平面 5#%，则由 5%2

平面 5#%，可得 5%,%正，所以得5%正%

@.&!因为 5%%5正，所以得5%正%得5正%%

@.&，所以!5%正的内角和大于 ,-.&，这

与三角形内角和定理相矛盾，所以 故

错误!

对 于 ;， 假 设 平 面

5#%,平面 5%正，过点

#作 #/,5%于点 /，

如图，因为平面 5#%）

平面 5%正%5%，#/2平面 5#%，所以

#/,平面 5%正!因为 %正2平面 5%正，所

以 #/,%正，又 #%,%正，#/）#%%#，

#/，#%2 平面 5#%，所以 %正, 平面

5#%，选项 故中已证实不可能成立，所以

平面 5#%与平面 5%正不垂直，所以 ;

错误!

故选 <!

$%所!（ ,） 【证明】 由已知可得 #，%(，

%@%所，，@%0，

则折叠后 ，平%(，平@%所，，@%0，

所以 ，@& %，平&3平@&，

所以 ，平,平@!

在梯形 #%正*中，正@,#%，则折叠后



正@,，@，正@,@平!又 ，@）@平%@，，@，

@平2平面 ，@平，所以 正@,平面 ，@平，又

，平2平面 ，@平，所以 正@,，平!

又 平@）正@%@，平@，正@2平面 正@平，

所以 ，平,平面 正@平!

又 ，平2平面 *，平，所以平面 *，平,平

面 正@平!

（&）【解】过点 平作 平为,，@（图略）!

由（ ,） 知 正@,平面 ，@平，正@2平面

正*，@，得平面 ，@平,平面 正*，@!

则 平为即为四棱锥 平/正*，@的高，由（,）

得 平为%,&
0
，所以所求体积 D% ,

(
·

得长方形正*，@·平为%,
(
'所'0'

,&
0

%,4!

题型诀

$%$!&!【解析】已知 5#,底面 #%正*，

可得 5#,#*，5#,正*，又底面 #%正*为

矩形，，#*,#%，正*,#*，

而 #%）5#%#，#*）5#%#，

5#，#%2平面 5#%，

#*，5#2平面 5#*，

，#*,平面 5#%，正*,平面 5#*!

又 #*2平面 5#*，正*2平面 5正*，

，平面 5#*,平面 5#%，平面 5正*,平

面 5#*!

又 %正$#*，

，%正,平面 5#%，又 %正2平面 5%正，

，平面 5%正,平面 5#%，

选项 <，;，故得证!故选 +!

$%所!【证明】由 #%%%正%&，得#%正%4.&，

得!#%正为等边三角形，故 为正,#%，

为正%槡(!由 5#%5%%槡& ，#%%&，得 5#&3

5%& %#%&，则5#,5%，因为为为#%的中

点，所以 为5,#%，为5%,!由 5为&3为正& %

5正&，得 为5,为正!由 为5,#%，为5,为正，

#%）为正%为，#%，为正2平面 #%正*，得

为5,平面 #%正*!又由 为52平面 5#%，

得平面 5#%,平面 #%正*!

所%$!&!【解析】连接 %图正（图略）!因为

#*是等腰直角三角形 #%正的斜边 %正上

的高，所 以 %*%*正%槡&
&

#正， 得#*正%

得#*%%@.&， 所 以 得%图*正是二 面 角



%图/#*/正的平面角!

因为得%图#正%4.&，且 #%图%#正，所以

!%图#正是等边三角形，所以 %图正%#%图%

#正!则在!%图*正中，得%图*正%@.&!!

所%所!（,）【证明】因为平面 #%正*,平面

5正*，平面 #%正*）平面 5正*%正*，#*2

平面 #%正*，#*,*正，

所以 #*,平面 5正*，又 5正2平面 5正*，

所以 #*,5正!

（&） 【解】若选】，过点 5作 5为,正为交

正*的延长线于点 为!

因 为 平 面 #%正*, 平 面 5正*， 平 面

5正*）平面 #%正*%正*，5为2平面 5正*，

所以 5为,平面 #%正*!

过 为作 为，$

#*交 %#的

延长 线 于 点

，， 连 接 5，!

因为 #%$正*，#*,正*，所以 为，,#%!

因为 5为,平面 #%正*，#%2平面 #%正*，

所以 5为,#%，因为 5为）为，%为，5为2平

面 5为，，为，2平面 5为，，所以 #%,平面

5为，，又 5，2平面 5为，，所以 #%,5，，

所以得5，为就是二面角 5/#%/正的平面

角!由题意得 5为%5*·"#$ 4.&%槡( ，

为，%#* %&， 所 以 5，%槡定 ， 所 以

由2"得5，为%&槡定
定

，即二面角 5/#%/正的余

弦值为
&槡定
定

!

若选B，过点 5作 5为,正*交 正*的延

长线于点 为，连接 %*!

因为平面5正*,平面#%正*，平面5正*）

平面 #%正*%正*，5为2平面 5正*，所以

5为,平面 #%正*!

过点 为作 为/,

%*交 %*的延长

线于 点 /， 连 接

5/!因为 5为,平

面 #%正*，%*2平面 #%正*，所以 5为,

%*，!

因为 5为） 为/%为，5为2 平面 5为/，

为/2平面 5为/，所以 %*,平面 5为/!



又 5/2平面 5为/，所以 %*,5/，所以

得5/为为二面角 5/%*/正的平面角的

补角!易算得 为/% 槡& 0
0

， 5/%槡@0
0

，

由2"得5/为%为/
5/

% 槡& ,@
,@

，

所以二面角 5/%*/正的余弦值为

/ 槡& ,@
,@

!

若选对，过点 5作 5为,正*交 正*的延

长线于点 为!

因为平面5正*,平面#%正*，平面5正*）

平面 #%正*%正*，5为2平面 5正*，

所以 5为,平面 #%正*!过点 为作 为面,

%正交 %正于点 面，连接 5面!因为 5为,平

面 #%正*，%正2平面 #%正*，所以 5为,

%正，又 5为）为面%为，5为2平面 5为面，

为面2平面 5为面，所以 %正,平面 5为面，又

5面2平面 5为面，所以 %正,5面，所以

得5面为为二面角 5/%正/*的平面角!易

算得 为面% 槡4 0
0

， 5面% 槡&00
0

， 所 以

由2"得5面为%为面
5面

% 槡& 0,
,定

，所以二面角 5/

%正/*的余弦值为 槡& 0,
,定

!

所%*!（,） 【证明】因为 5#垂直于于为所

在的平面 #%正，%正2平面 #%正，所以

5#,%正!

因为 #%是于为的直径，所以 #正,%正，因

为 5#，#正2平面 5#正，且 5#）#正%#，所

以 %正,平面 5#正，因为 %正2平面 5%正，

所以平面 5#正,平面 5%正!

（&）【解】因为 %正,平面 5#正，5正2平面

5#正，所以 %正,5正，

又 #正,%正，平面 5%正）平面 #%正%%正，

所以得5正#即为平面 5%正与于为所在的

平面所成二面角的平面角!

因为 5#,平面 #%正，#正2平面 #%正，所

以 5#,#正，!5#正为直角三角形!



设得正#%%"，"又 .， !
&( ) ，圆 为的半径

为 底，

则 #正%&底由2""，又 5#%#%%&底，

所以 9:$得5正#%
5#
#正

% &底
&底由2""

% ,
由2""

，

因为 "又 .， !
&( ) ，所以 由2""又（.，,），

所以 9:$得5正#%
,

由2""
又,，

因为 得5正#又 .， !
&( ) ， 所以 得5正#又

!
所
， !
&( ) ，!

所以平面 5%正与于为所在的平面所成二

面角大小的范围为
!
所
， !
&( ) !

*%$!（,） 【证明】】5#,平面 #%正，#%，

#正，%正2平面 #%正，

，5#,#%，5#,#正，5#,%正，

，!5#%和!5#正为直角三角形!

过点 #作 #平,5%，垂

足为 平，如图!

】 平 面 5#%, 平 面

5%正，平面 5#%）平面

5%正%5%，且 #平2平面 5#%，

，#平,平面 5%正!

】%正2平面 5%正，，#平,%正!

又 #平）5#%#，#平，5#2平面 5#%，

，%正,平面 5#%!

又 5%，#%2平面 5#%，

，%正,5%，%正,#%，即!5%正和!#%正

为直角三角形!

，四面体 5/#%正为“鳖臑”!

（&）【解】过点 平作 平面,5正，垂足为 面，

连接 #面，

由（,）知 #平,平面 5%正，又 5正，平面2平

面 5%正，

，#平,5正，#平,平面!

而 平面,5正，#平）平面%平，

，5正,平面 #平面，又 #面2平面 #平面，

，5正,#面，

，得#面平为二面角 #/5正/%的平面角，

即得#面平%!
(
!



】得%#正%!
所
，设 #%%%正%+，+又.，

，#平% &+

+&3槡 所
，#面% 槡& &+

&+&3槡 所
，

在D9!#平面中，"#$得#面平%#平
#面

%

&+

+&3槡 所

槡& &+

&+&3槡 所

%

槡(
&
，解得 +%&，

，#%的长度为 &!

+%$!/'以! 【解析】 对于 <：由菱形

#%正*中，#%%&，得%#*%,&.&，，为边

%正的中点知得%%!
( 且 %，%,，易知

#，,，正，#，,%,，，而 ，正）%,，%，，，正，

%,，2平面 %,，正，故 #，,平面 %,，正，又

#，2平面 #%,，，所以平面 #%,，,平面

%,，正，<正确!

对于 ;：如图，取 #%, 的中点 平图，连接

平图，，平图@，又 @为 %,*的中点，则 平图@$

#*且 平图@% ,
&

#*，而 ，正% ,
&

%正%

,
&
#*且 ，正$#*， 所以 平图@$，正且

平图@%，正，即四边形 @平图，正为平行四边

形，故 正@$，平图，所以 #%, 与 正@的夹角

为得#平图，或其补角，取 #%的中点 平，连

接 平，，即得#平图，%得#平，，由 <分析易知

得#平，%&!
(
，故#%, 与正@的夹角为

!
(
，;

正确!

对于 +：由上述分析知翻折过程中，当

%,，,平面 #%正*时，D%,/#，*
最大，此时

D%,/#，*
%,

(
·%,，·得!#，*%,

(
','

,
&
'

槡('&%
槡(
(
，+错误!

对于 故：由 ;分析知 ，平图%正@且 ，平图$

正@，故 @的轨迹与 平到 平图的轨迹相同，

由 <知 %到 %, 的轨迹为以 ，为圆心，



%，为半径的半圆，而 平为 #%中点，故 平

到 平图的轨迹为以 #，中点为圆心，
%，
& 为

半径的半圆，所以点 @的轨迹长度为

,
&
'&!'

%，
&

%!
&
，故正确!

故选 <;故!

+%所!（,） 【证明】因为 ##, ,底面 #%正，

%/2平面 #%正，所以 ##,,%/!又 /为

棱 #正的中点，#%%%正，所以 %/,#正!因

为 ##,）#正%#，##,，#正2平面 #正正,#,，

所以 %/,平面 #正正,#,!又 #正, 2平面

#正正,#,，所以 %/,#正,!因为 #正%&，所

以 #/%,!又 ##, %槡& ，在 D9!#正正, 和

D9!#,#/中，9:$得#正,正%9:$得#,/#%

槡& ，所以得#正,正%得#,/#，即得#正,正3

得正,#正%得#,/#3得正,#正%@.&，所以

#,/,#正,，又 %/）#,/%/，%/，#,/2

平面 #,%/，所以 #正,,平面 #,%/!

（&）【解】当点 在为 %%, 的中点，即
%在
%%,

%

,
& 时，平面 #正,在,平面 ##,正,正!

证明如下：设 #正, 的中点为 *，连接

*/，*在!

因为 *，/分别为 #正,，#正的中点，所以

*/$正正, 且 */%,
&
正正,，又 在为 %%, 的

中点，

所以 */$%在且 */%%在，所以四边形

%在*/为平行四边形，故 %/$*在，

由（,）知，%/,平面 #正正,#,，所以 *在,

平面#正正,#,，又*在2平面#正,在，所以平

面 #正,在,平面 #正正,#,!

巩固练

$!&!【解析】】5#%%正%,，5%%#正%

槡& ， 5正%槡( ， ， 在 !5%正中， 5%& 3



%正& %（槡&）
&3,& %（槡( ）

& %5正&，，%正,

5%!又 5#,%正，5#）5%%5，，%正,

平面 5#%!

又 %正2平面 #%正，%正2平面 5%正，

，平面 5#%,平面 5%正，平面 5#%,

平面 #%正，故选项 <，;正确!

】在!5#正中，5#& 3#正& %,& 3（槡& ）
& %

（槡( ）
& %5正&，，5#,#正!

】5#,%正，%正）#正%正，%正，#正2平

面 #%正，

，5#,平面 #%正!

又】5#2平面 5#正，，平面 5#正,平

面 #%正，故选项 故正确!

对于 +选项，假设平面 5#正,平面

5%正，则过点 #作 #/,5正于点 /，

如图!

由平面 5#正）平面 5%正%5正，

，#/,平面 5%正，则 #/,%正!

又 5#,%正，5#）#/%#，，%正,平面

5#正，，%正,#正，

】5#,#%，，#%% 5%&/5#槡
& %,，

，#%&3%正& %&%#正&，，%正,#%，

，%正,#正与 %正,#%矛盾，故假设不

正确，故选项 +错误!

故选 +!

所!'!【解析】】5#,底面 #%正*，正*2

平面#%正*，，正*,5#!

又底面 #%正*是正方形，，正*,#*!

又 5#）#*%#，5#，#*2平面 5#*，

，正*,平面 5#*，又 5*2平面 5#*，

，正*,5*，

可知得5*#为侧面 5正*与底面 #%正*

所成的二面角的平面角!在 D9!5#*

中，由5#%#*%,，可得得5*#%所0以!

，侧面 5正*与底面 #%正*所成的二面

角的大小是 所0以!故选 ;!



*!&!【解析】对于】，由题意得，%%,$

##,，则直线 #*, 与直线 %%, 所成的角

与直线 #*, 与直线 ##, 所成的角相

等，即 得#,#*,， 在 长 方 体 #%正*/

#,%,正,*, 中，##, %,，#%%%正%槡( ，所

以 9:$得#,#*, %
#,*,

#,#
%槡(

,
%槡( ，因为

.以)得#,#*,)@.以，所以得#,#*, %4.以，

即直线 #*, 与直线 %%, 所成的角为

4.以，故】正确；

对于B，在长方体 #%正*/#,%,正,*,

中，%正,平面 正正,*,*，所以直线 %正,

与平面 正正,*,*所成的角为得%正,正，

因为 9:$得%正,正%%正
正,正

%槡(
,

%槡( ，.以)

得%正,正)@.以，所以得%正,正%4.以，则直

线 %正, 与平面 正正,*,*所成的角为

4.以，故B正确；

对于对，在长方体 #%正*/#,%,正,*,

中，#%, 平面 %%,正,正， %正, 2平面

%%,正,正，%正2平面 %%,正,正，所以 %正,,

#%，%正,#%，又因为平面 #%正,*,）平

面 #%正*%#%，所以平面 #%正,*, 与平

面 #%正*所成的二面角的平面角为

得正%正,， 由 B 得， 得正%正, %@.以/

得%正,正%@.以/4.以%(.以， 则 平 面

#%正,*, 与平面 #%正*所成的二面角

为 (.&，故对错误；

对于如，在长方体 #%正*/#,%,正,*,

中，#%, 平 面 #**,#,， #%2 平 面

#%正,*,， 所 以 平 面 #%正,*, , 平 面

#**,#,， 则 平 面 #%正,*, 与 平 面

#**,#, 所成的二面角为直二面角，故

如正确!故选 +!

+!(!【解析】】5#,5%，5#,5正，5%）

5正%5，5%，5正2平面 5%正，，5#,平

面 5%正!

】5#2平面 5#%，5#2平面 5#正，

，平面 5#%,平面 5%正，平面 5#正,

平面 5%正!

同理可证平面 5#%,平面 5#正成立!

共 ( 对互相垂直的面!



,!4.&!【解析】如图，取

#%中点 /，连接 5/，

/正，】5#%5%%#正%

%正， ， 5/, #%，

正/,#%，

，得5/正就是二面角 5/#%/正的平

面角!

在!5#%中，5/% &&/（槡( ）槡
& %,，

同理 /正%,，则!5/正是等边三角形，

，得5/正%4.&!

为!（,） 【证明】取 正*中点 为，连接 5为，

#为，%为!

因 为 5正 %

5*， 为为 *正

的中点，所以

5为, 正*， 又

平面 5正*, 平面 #%正*，5为2平面

5正*，平面5正*）平面 #%正*%正*，

所以 5为,平面 #%正*，而 %*2平面

#%正*，所以 5为,%*!因为 *为%#%%所

且 *为$#%，所以四边形 #%为*为平行

四边形，又 *#%*为%所，所以平行四边

形 #%为*为菱形，因此 #为,%*!因为

#为）5为%为，5为2平面 5为#，#为2平

面 5为#，所以 %*,平面 5为#，因为

5#2平面 5为#，所以 %*,5#!

（&）【解】设 #为与 %*交于点 /，连接

5/，由 （ ,） 知 %*,平面 5为#，而且

#/2平面 5为#，5/2平面 5为#，所以

#/,%*，5/,%*，所以得#/5是二

面角 #/%*/5的平面角!又 5为,平面

#%正*， 所 以 5/ % 5为&3为/槡
& %

(&3&槡
& %槡,( ，5#% 5为&3为#槡

& %

(&3所槡
& % 0， 所 以 在 !#/5 中，

由2"得#/5%#/&35/&/5#&

&#/·5/
%/&槡,(

,(
，

即二面角 #/%*/5的 余 弦 值 为

/&槡,(
,(

!

］!&!【解析】由题意知，%正,#%，平面

#%正,平面 #%%,#,，



平面 #%正）平面 #%%,#, %#%，%正2平

面 #%正，

，%正, 平 面 #%%,#,!又 %正2 平

面 %正*，

，平面 %正*,平面 #%%,#,!

，易得点 %, 关于平面 %正*的对称点

，落在#,#的延长线上，且#，%槡( ，即

#,，% 槡( (，如图所示，当 %,/3正,/的

值最小时，正,，/，，三点共线!

，%,/3正,/%，/3正,/% ，正, %

#,正
&
,3#,，槡

& % @3@3槡 &定 % 槡( 0!故

选 +!

故!&槡(!@.&!【解析】如图，分别作 5#,

，， #正,），A%,角， A*,），连接 %*，

%5，5正，

则得#正5%得A*%%4.&!因为 A%%

&槡( ， 所 以 5A % A%&35%槡
& %

,&35%槡
& %&槡(!当点 5与点 %重合

时，5A取最小值!又此时 5A%&槡( 又

5#成立，

所以 5，A两点之间距离的最小值为

&槡(!

此时点5与点%重合，此时A5,角，所

以 5A与平面 角所成的角为 @.&!

"!（,） 【证明】 】）$#%，）2平面 5正*，

#%5平面 5正*，

，#%$平面 5正*!

又 #%2平面 #%正*，平面 #%正*）平面

5正*%正*，

，#%$正*!



】得%为正%所0以，，得为正*%所0以!

又 为正%为*，，得为*正%所0以，

，得*为正%@.以，即 为*,为正!

】5为,平面 #%正*，为*2平面 #%正*，

，为*,5为!

】5为）为正%为，5为，为正2平面 5为正，

，为*,平面 5为正!

又为*2平面5为*，，平面5为正,平面

5为*!

（&）【解】】#%%所，，为正%为*%&，

，D5/为正*%
,
(
得!为正*·5为%,

(
',

&
'所'

5为%所
(
，解得 5为%&!

】5正%5*% 所3槡 所 %&槡&，正*% 所3槡 所 %

&槡& ，，!5正*为等边三角形，

，得!5正*%
,
&
'-'槡

(
&

%&槡(!

设点 为到平面 5正*的距离为 2，则

D为/5正*%D5/为正*%
,
(
得!5正*·2%

&槡(
(

2%
所
(
，

解得 2%
&槡(
(

!

由（,）知 #%$平面 5正*，，点 %到平

面 5正*的距离即为点 为到平面 5正*

的距离，

，点 %到平面 5正*的距离为
&槡(
(

!

$·!'&以!【解析】对于<，取%*中点，，

连接 正，，/，，如图，

因为 !%正*是等边三角形， 所以

正，,%*，又 /是 #*的中点，

所以 /，$#%，因为 #%,%*，所以

/，, %*， 又 正，） /，%，， 正，，

/，2平面 正/，，于是得 %*,平面

正/，，因为 正/2 平面 正/，，所以

正/,%*，<不正确；



对于 ;，取正*的中点在，连接/在，因

为 /是 #*的中点，所以/在$#正，又

#正2平面 #%正，/在5平面 #%正，所以

/在$平面 #%正，;正确；

对于 +，因为 得!#%*%
,
&
#%·*%%&，

要三棱锥 正/#%*的体积最大，当且

仅当点 正到平面 #%*距离最大，由

选项 <知，点 正到直线 %*的距离

正，%槡( ，得正，/是二面角 #/%*/正

的平面角，当得正，/%@.以时，正，,平

面 #%*，即当点 正到平面 #%*的距

离为 正，%槡(时，三棱锥 正/#%*的体

积最大，此时点 正在平面 #%*上的

射影为点 ，，从而可知!正#*在平面

%#*上的射影为!，#*，设二面角

正/#*/%的平面角为 "，则有得!正#*·

由2""%得!，#*，

在 !，#* 中， #， %槡0 ， 得!，#* %

,
&
得!#%*%

,
&
',
&
'&'&%,，

在!正#*中，#正% 槡& & ，又 #*% 槡& & ，

正*%&，

所以 由2"得正#*%#正&3#*&/正*&

&#正·#*
%

-3-/所
&' 槡& &' 槡& &

%(
所
，

于是有 "#$得正#*%槡定
所
，

所以 得!正#*%
,
&
' 槡& &' 槡& &'槡

定
所

%槡定，

从而有槡定由2""%,，

所以 由2""%
,

槡定
，则 "#$ "%槡

4

槡定
，

则 9:$ "%槡4 ，+正确；

对于 故，三棱锥 正/#%*的外接球被

平面 %正*所截小圆圆心 为, 是正三

角形 %正*的中心，为,，%槡(
(
，被平面

#%*所截小圆圆心为点 /，设球心为

为，连接 为为,， 为/， 则 为为, , 平面

%正*，为/,平面 #%*，当二面角 #/

%*/正为直角时，由选项 +知，正，,



平面 #%*，/，,平面 %正*，则 为/$

为,，，为为,$/，，则四边形为为,，/为矩

形， 为/ %为,，%槡(
(
， 连 接 #为， 在

D9!#为/ 中， #为 % #/&3为/槡
& %

（槡&）
&
3槡(

(( )槡
&

% 定
(槡 ，所以三棱

锥 正/#%*的外接球的表面积 得 %

所!·#为& %&-!
(

，故正确!故选 ;+故!

$$!/&以!【解析】对于 <，由题意得 平

为 *，的中点，则 #图*%#图，，@，%@*，

故 @平,*，，#图平,*，!

由 @平） #图平%平， @平， #图平2 平面

@平#图，得 *，,平面 @平#图，因为 #图@2

平面 @平#图，故 #图@,*，，<正确!

对于 ;，由 #@为中线，*，为中位线，

得 ，@$%*，故异面直线#图，与%*所

成角（或其补角）为得#图，@，得#图，@

可取得 @.&，故异面直线 #图，与 %*

可能垂直，;错误!

对于+，由<知，*，,平面 @平#图，*，2

平面 %正，*， 故 平 面 @平#图, 平 面

%正，*，+正确!

对于 故，由 +知，平面 @平#图,平面

%正，*，故动点 #图在平面 #%正上的射

影在线段 #@上，故正确!

故选 <+故!


